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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Ïåòÿ è Âàñÿ çíàþò ëèøü íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå

109− 4000. Ïåòÿ ñ÷èòàåò õîðîøèìè ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå
abc + ab + ac + bc, ãäå a, b è c�íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíü-

øèå 100. Âàñÿ ñ÷èòàåò õîðîøèìè ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

xyz−x− y− z, ãäå x, y è z �íàòóðàëüíûå ÷èñëà, á�îëüøèå 100.
Äëÿ êîãî èç íèõ õîðîøèõ ÷èñåë áîëüøå? (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. Äëÿ Âàñè.

Ðåøåíèå. Åñëè ÷èñëî k = abc + ab + ac + bc ⩽ 109 − 4000
õîðîøåå äëÿ Ïåòè, òî (òàêæå íàòóðàëüíîå) ÷èñëî

k − 2 = (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)− (a+ 1)− (b+ 1)− (c+ 1)

ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì äëÿ Âàñè. Çíà÷èò, åñëè äëÿ Ïåòè åñòü p õîðî-
øèõ ÷èñåë, òî ìû ïðåäúÿâèëè p ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, õîðîøèõ äëÿ
Âàñè, è âñå îíè ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 109 − 4000. Íî ÷èñëî

109−4000 = (1000−1)·1000·(1000+1)−(1000−1)−1000−(1000+1)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì äëÿ Âàñè; ïîýòîìó äëÿ Âàñè åñòü õîòÿ

áû p+ 1 õîðîøåå ÷èñëî.
9.2. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ðîâíî 50 äåëèòåëåé. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ,

÷òî íèêàêàÿ ðàçíîñòü äâóõ ðàçëè÷íûõ åãî äåëèòåëåé íå äåëèòñÿ

íà 100? (Ìåòîäêîìèññèÿ ïî ìîòèâàì çàäà÷è À. ×èðîíîâà)

Îòâåò. Íåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî n ñóùåñòâóåò.

Óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñå ÷èñëà, îáðàçîâàííûå ïîñëåä-

íèìè äâóìÿ öèôðàìè äåëèòåëåé, ðàçëè÷íû (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ê

îäíîçíà÷íûì ÷èñëàì ñïåðåäè ïðèïèñàíû íóëè). Íàçîâ�åì òàêóþ

ïàðó ïîñëåäíèõ öèôð õâîñòîì ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî õâîñò ÷èñ-

ëà èìååò òå æå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 4 è íà 5, ÷òî è èñõîäíîå

÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n äåëèòñÿ íà 5. Òîãäà äëÿ ëþáîãî åãî äå-
ëèòåëÿ d, íå êðàòíîãî 5, ñóùåñòâóåò è äåëèòåëü 5d, êðàòíûé 5.
Ïðè ýòîì äëÿ ðàçíûõ äåëèòåëåé d ìû ïîëó÷àåì ðàçíûå äåëèòå-

ëè 5d; ïîýòîìó êîëè÷åñòâî êðàòíûõ 5 äåëèòåëåé íå ìåíüøå ïî-

ëîâèíû, òî åñòü íå ìåíüøå 25. Íî òàêèå äåëèòåëè èìåþò õâîñòû,
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îêàí÷èâàþùèåñÿ ëèáî íà 0, ëèáî íà 5. Òàêèõ âîçìîæíûõ õâîñòîâ
íå áîëüøå 20, ïîýòîìó äâà èç íèõ ñîâïàäàþò. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî n íå äåëèòñÿ íà 5, è õâîñòû åãî äåëèòåëåé íå

ìîãóò îêàí÷èâàòüñÿ íà 0 èëè 5.
Åñëè ÷èñëî n íå÷�åòíî, òî âñå åãî äåëèòåëè òàêæå íå÷�åòíû.

Îäíàêî ñóùåñòâóåò âñåãî 50 âîçìîæíûõ íå÷�åòíûõ õâîñòîâ, è 10
èç íèõ îêàí÷èâàþòñÿ íà 5, òî åñòü íå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ. Ïîýòîìó
è â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ õâîñòà.

Åñëè ÷èñëî n äåëèòñÿ íà 2, íî íå íà 4, òî âñå åãî äåëèòåëè
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû (d, 2d), ãäå d�íå÷�åòíûé äåëèòåëü n. Ïðè
ýòîì âñå ÷èñëà âèäà 2d èìåþò õâîñòû, íå äåëÿùèåñÿ íà 4, à
òàêèõ õâîñòîâ (íå äåëÿùèõñÿ íà 5) âñåãî 20. Çíà÷èò, äâà èç ýòèõ
õâîñòîâ îäèíàêîâû.

Íàêîíåö, ïóñòü íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íà êîòîðóþ äå-

ëèòñÿ n, ðàâíà 2r, ãäå r ⩾ 2. Òîãäà, åñëè d�íå÷�åòíûé äåëèòåëü

n, òî ÷èñëà d, 2d, 22d, . . . , 2rd òàêæå áóäóò äåëèòåëÿìè n, è ýòèì
èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå äåëèòåëè n. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî äåëèòåëåé
n áóäåò êðàòíî r+1. Òàêèì îáðàçîì, 50 äåëèòñÿ íà r+1 è, çíà-
÷èò, r ⩾ 4.

Òîãäà n èìååò 50
r + 1

⩽ 10 íå÷�åòíûõ äåëèòåëåé è ñòîëüêî

æå äåëèòåëåé, êîòîðûå ÷�åòíû è íå äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå. Ñòàëî

áûòü, îñòàâøèåñÿ äåëèòåëè (êîòîðûõ íå ìåíüøå 30) êðàòíû 4
è, çíà÷èò, èõ õâîñòû òàêæå êðàòíû ÷åòûð�åì. Íî òàêèõ õâîñòîâ

âîçìîæíî ëèøü 20, ïîýòîìó îïÿòü äâà èç íèõ ñîâïàäóò.
9.3. Äâóì ìàëü÷èêàì âûäàëè ïî ìåøêó êàðòîøêè, â êàæäîì ìåø-

êå ïî 150 êëóáíåé. Ðåáÿòà ïî î÷åðåäè ïåðåêëàäûâàþò êàðòîøêó,

êàæäûé ñâîèì î÷åðåäíûì õîäîì ïåðåêëàäûâàåò íåíóëåâîå êîëè-

÷åñòâî êëóáíåé èç ñâîåãî ìåøêà â ÷óæîé. Ïðè ýòîì îíè äîëæíû

ñîáëþäàòü óñëîâèå íîâîé âîçìîæíîñòè: íà êàæäîì õîäå ìàëü-

÷èê äîëæåí ïåðåëîæèòü áîëüøå êëóáíåé, ÷åì ó íåãî áûëî â ìåø-

êå ïåðåä ëþáûì èç åãî ïðåäûäóùèõ õîäîâ (åñëè òàêèå õîäû áû-

ëè). Òàê, ïåðâûì ñâîèì õîäîì ìàëü÷èê ìîæåò ïåðåëîæèòü ëþ-

áîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî, à ñâîèì ïÿòûì õîäîì ìàëü÷èê ìîæåò

ïåðåëîæèòü 200 êëóáíåé, åñëè ïåðåä åãî ïåðâûì, âòîðûì, òðå-

òüèì è ÷åòâ�åðòûì õîäàìè êîëè÷åñòâà êëóáíåé â åãî ìåøêå áûëè
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ìåíüøå 200. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ

ìîãóò ñîâåðøèòü ðåáÿòà? (Å. Ìîë÷àíîâ)

Îòâåò. 19.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ïðîöåññå áûëî N õîäîâ.

Ðàññìîòðèì k-é õîä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ak êîëè÷åñòâî êëóá-

íåé ó ìàëü÷èêà, äåëàâøåãî ýòîò õîä, ñðàçó ïîñëå õîäà. Òîãäà ó

äðóãîãî ìàëü÷èêà ïîñëå õîäà 300 − ak êëóáíåé. Òàêæå îáîçíà-

÷èì ÷åðåç a0 = 150 = 300 − a0 êîëè÷åñòâî êëóáíåé ó (ëþáîãî)

ìàëü÷èêà ïåðåä ïåðâûì õîäîì.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïåðåä k-ì õîäîì ó ìàëü÷èêà, äåëàâ-

øåãî åãî, áûëî 300 − ak−1 êëóáíåé, à ïîñëå íåãî � ak êëóá-

íåé. Çíà÷èò, íà ýòîì õîäó îí ïåðåäàâàë 300 − ak−1 − ak êëóá-

íåé. Åñëè k ⩾ 3, òî ýòî êîëè÷åñòâî äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì

êîëè÷åñòâî êëóáíåé ó ýòîãî ìàëü÷èêà ïåðåä åãî ïðåäûäóùèì

((k − 2)-ì) õîäîì, òî åñòü íå ìåíüøå, ÷åì 300 − ak−3. Èòàê,

300− ak−1 − ak > 300− ak−3, èëè ak−3 > ak−1 + ak. Ïîñêîëüêó
âñå ÷èñëà ai öåëûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ak−3 ⩾ ak−1+ak+1 ïðè âñåõ
k = 3 ,4, . . . , N .

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè íà ÷èñëà ai, äåéñòâóÿ ¾ñ êîí-
öà¿. Îïðåäåëèì ÷èñëà b0, b1, b2, . . . óñëîâèÿìè b0 = b1 = b2 = 0
è bk+3 = bk+1 + bk + 1. Äîêàæåì, ÷òî aN−k ⩾ bk è bk+1 ⩾ bk,
èíäóêöèåé ïî k = 0, 1, . . . , N . Ïðè k = 0, 1, 2 íåðàâåíñòâà î÷å-
âèäíû; äëÿ ïåðåõîäà, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ïðè íåêîòî-

ðîì k ⩾ 3, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

aN−k ⩾ aN−k+2 + aN−k+3 + 1 ⩾ bk−2 + bk−3 + 1 = bk,

bk+1 = bk−1 + bk−2 + 1 ⩾ bk−2 + bk−3 + 1 = bk.

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî a0 ⩾ bN . Ïðèâåä�åì òàáëèöó ïåðâûõ

çíà÷åíèé ÷èñåë bk:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

bk 0 0 0 1 1 2 3 4 6 8 11 15 20 27 36 48 64 85 113 150 199

Çíà÷èò, èç óñëîâèÿ bN ⩽ 150 ïîëó÷àåì, ÷òî N ⩽ 19.
Ïðèìåð, êîãäà äåòè ìîãóò ñäåëàòü 19 õîäîâ, ñëåäóåò èç ïî-

ñòðîåíèÿ âûøå. Èçíà÷àëüíî ó êàæäîãî ðåá�åíêà ïî b19 = 150
êëóáíåé. Ïóñòü äåòè äåéñòâóþò òàê, ÷òîáû ïîñëå k-ãî (ñ íà÷àëà)
õîäà ó ïåðåêëàäûâàâøåãî îñòàâàëîñü ðîâíî b19−k êëóáíåé; òîãäà

íà k-ì (ñ íà÷àëà) õîäå ðåá�åíîê ïåðåêëàäûâàåò 300−b20−k−b19−k
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êëóáíåé, à ïåðåä ëþáûì ïðåäûäóùèì åãî õîäîì ó íåãî áóäåò

300− bi êëóáíåé ïðè i ⩾ 17− k, ïðè÷�åì 300− bi ⩽ 300− b17−k <
< 300− b19−k − b20−k. Çíà÷èò, ýòîò õîä óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ,

è äåòè ìîãóò ñäåëàòü 19 òàêèõ õîäîâ.
Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä�åííûé àëãîðèòì ïî÷òè åäèíñòâåíåí;

èìåííî, â ëþáîì ïðèìåðå, ãäå äåëàåòñÿ 19 õîäîâ, ñèòóàöèÿ ïî-

ñëå êàæäîãî õîäà, êðîìå ïåðâîãî, äîëæíà áûòü òàêîé æå, êàê â

ïðèâåä�åííîì ïðèìåðå.

9.4. Äàí âïèñàííûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì ∠A+∠D =
= 90◦. Åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ ℓ ïåðå-
ñåêàåò îòðåçêè AB, CD, AE è ED â òî÷êàõ X, Y , Z è T ñî-

îòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî AZ = CE è BE = DT . Äîêàæèòå,
÷òî äëèíà îòðåçêà XY ðàâíà äèàìåòðó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé

îêîëî òðåóãîëüíèêà ETZ. (À. Êóçíåöîâ, È. Ôðîëîâ)

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó

ETZ è ñåêóùèì AXB è CY D, ïîëó÷àåì
AZ

AE
· BE

BT
· XT

XZ
=

CE

CZ
· DT

DE
· Y Z

Y T
= 1.

Èç ðàâåíñòâ AZ = CE è BE = DT ñëåäóåò, ÷òî AE = CZ è

BT = DE. Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî
XT

XZ
=

Y Z

Y T
;

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè X è Y ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðå-

äèíû S îòðåçêà ZT (ñì. ðèñ. 1).

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëó÷è AB èDC ïåðåñåêàþòñÿ â íåêî-

òîðîé òî÷êå F ïîä ïðÿìûì óãëîì. Òîãäà â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-

óãîëüíèêå XFY ìåäèàíà FS ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû XY .
Îáîçíà÷èì ÷åðåçM è N ñåðåäèíû AD è BC ñîîòâåòñòâåííî,

à ÷åðåç O�öåíòð îêðóæíîñòè (ABCD). Òîãäà O� òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê AC è BD, êîòîðûå ñîâ-
ïàäàþò ñ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê EZ è ET ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çíà÷èò, O� òàêæå öåíòð îêðóæíîñòè (ETZ), à OE �

å�å ðàäèóñ. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî OE = FS. Ìû

äîêàæåì, ÷òî OEFS �ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà ýòî è ñëåäóåò.

Ïîñêîëüêó EN �ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå EBC, à MS �
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷å-

òûð�åõóãîëüíèêà AZTD, èìååì
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X

Y
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Ðèñ. 1

−−→
EN =

−−→
EB +

−−→
EC

2
=

−−→
DT +

−→
AZ

2
=

−−→
MS.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå FBC ïðîåêöèè âåêòîðà ìå-

äèàíû
−−→
NF íà ïðÿìûå BF è CF ðàâíû

−−→
BF/2 è

−−→
CF/2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïîñêîëüêó O è M � öåíòðû îêðóæíîñòåé (ABCD)
è (ADF ) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ïðîåêöèè íà òå æå ïðÿìûå ïåð-

âàÿ ïîïàäàåò â ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD, à âòîðàÿ � â ñåðå-

äèíû AF è DF . Ïîýòîìó ïðîåêöèè âåêòîðà
−−→
OM =

−−→
AM −−→

AO =
=

−−→
DM − −−→

DO íà ýòè ïðÿìûå ðàâíû (
−→
AF − −−→

AB)/2 =
−−→
BF/2 è

(
−−→
DF −−−→

DC)/2 =
−−→
CF/2. Çíà÷èò, ïðîåêöèè âåêòîðîâ

−−→
NF è

−−→
OM íà

íàøè äâå ïðÿìûå ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû, îòêóäà
−−→
NF =

−−→
OM .

Èòàê,
−→
OS =

−−→
OM+

−−→
MS =

−−→
NF +

−−→
EN =

−−→
EF , îòêóäà è ñëåäóåò,

÷òî OEFS �ïàðàëëåëîãðàìì.

Çàìå÷àíèå. Åñòü è äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî

OEFS �ïàðàëëåëîãðàìì. Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò

ôàêò, ÷òî òî÷êè O è F èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî

òðåóãîëüíèêà ADE.
Òàêæå çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîäû èç ðåøåíèÿ

çàäà÷è 10.4.

9.5. Êâàðòàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëåò÷àòûé êâàäðàò 10×10. Â íîâî-

ãîäíþþ íî÷ü âíåçàïíî âïåðâûå ïîø�åë ñíåã, è ñ òåõ ïîð êàæäóþ

íî÷ü íà êàæäóþ êëåòêó âûïàäàëî ðîâíî ïî 10 ñì ñíåãà; ñíåã
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ïàäàë òîëüêî ïî íî÷àì. Êàæäîå óòðî äâîðíèê âûáèðàåò îäèí

ðÿä (ñòðîêó èëè ñòîëáåö) è ñãðåáàåò âåñü ñíåã îòòóäà íà îäèí èç

ñîñåäíèõ ðÿäîâ (ñ êàæäîé êëåòêè� íà ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå).

Íàïðèìåð, îí ìîæåò âûáðàòü ñåäüìîé ñòîëáåö è èç êàæäîé åãî

êëåòêè ñãðåñòè âåñü ñíåã â êëåòêó ñëåâà îò íå�å. Ñãðåáàòü ñíåã çà

ïðåäåëû êâàðòàëà íåëüçÿ. Âå÷åðîì ñîòîãî äíÿ ãîäà â ãîðîä ïðè-

åäåò èíñïåêòîð è íàéä�åò êëåòêó, íà êîòîðîé ëåæèò ñóãðîá íàè-

áîëüøåé âûñîòû. Öåëü äâîðíèêà � äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòà âûñîòà

áûëà ìèíèìàëüíà. Ñóãðîá êàêîé âûñîòû íàéä�åò èíñïåêòîð?

(À. Ñîëûíèí)

Îòâåò. 1120 ñì.
Ðåøåíèå. Áóäåì èçìåðÿòü âûñîòó ñóãðîáà â äåöèìåòðàõ.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðîíà îäíîé êëåòêè ðàâíà 1 äì, òî
åñòü çà êàæäóþ íî÷ü íà êëåòêó âûïàäàåò 1 äì3 ñíåãà.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëå ñîòîãî óòðà íàéäåòñÿ ñóãðîá âûñîòîé

íå ìåíåå 112 äì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî ñóãðîáà íåò. Òàê êàê
äâîðíèê â ñîòîå óòðî ïîëíîñòüþ ñãð�åá ñíåã ñ êàêîãî-òî ðÿäà, â

äåñÿòè êëåòêàõ êâàäðàòà ñíåãà íåò. Â êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ 90

êëåòîê, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, íå áîëåå 111 äì3 ñíåãà, òî

åñòü âñåãî ñíåãà íå áîëüøå, ÷åì 9990 äì3. Îäíàêî çà 100 íî÷åé
ñóììàðíî âûïàëî 10 000 äì3 ñíåãà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàæåì, êàê ìîæåò äåéñòâîâàòü äâîðíèê, ÷òîáû ïîñëå ñî-

òîãî óòðà êàæäûé ñóãðîá èìåë âûñîòó íå áîëåå 112 äì (òî åñòü

â êàæäîé êëåòêå áûëî íå áîëåå 112 äì3 ñíåãà).

Ñïîñîá 1. Ïåðâûå 11 äíåé äâîðíèê ñãðåáàåò ñíåã èç âòîðî-

ãî ñòîëáöà â ïåðâûé, ñëåäóþùèå 11 äíåé äâîðíèê ñãðåáàåò ñíåã
èç òðåòüåãî ñòîëáöà âî âòîðîé, çàòåì 11 äíåé èç ÷åòâ�åðòîãî â

òðåòèé, è ò. ä. ×åðåç 99 äíåé â äåñÿòîì ñòîëáöå íå áóäåò ñíåãà.

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñíåãà ñòàëî â ñòîëáöå i ⩽ 9 ÷åðåç 99 äíåé.

Âå÷åðîì 11(i − 1)-ãî äíÿ â ñòîëáöå íîìåð i íå áûëî ñíåãà, à â

ñòîëáöå i + 1 â êàæäîé êëåòêå áûëî ïî 11(i − 1) äì3 ñíåãà. Íà
ñëåäóþùèé âå÷åð â ñòîëáöå i ñòàíåò ïî 11(i − 1) + 2 äì3 ñíå-

ãà â êàæäîé êëåòêå. Çàòåì åù�å äåñÿòü äíåé êîëè÷åñòâî ñíåãà â

êàæäîé êëåòêå i-ãî ñòîëáöà áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà 2, à çàòåì
11(9 − i) äíåé � íà 1. Èòîãî, ÷åðåç 99 äíåé â êàæäîé êëåòêå

ñòîëáöà i áóäåò ïî 11(i − 1) + 22 + 11(9 − i) = 110 äì3 ñíåãà. Â
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ñîòóþ íî÷ü âûïàäåò åù�å ïî 1 äì3 â êàæäóþ êëåòêó. À ñîòûì

óòðîì äâîðíèê ñãðåáåò ñíåã èç äåñÿòîãî ñòîëáöà â äåâÿòûé. Òà-

êèì îáðàçîì, â êàæäîé êëåòêå áóäåò íå áîëåå 112 äì3 ñíåãà.

Ñïîñîá 2. Ïóñòü äâîðíèê ñãðåá�åò ñíåã èç 2-ãî ñòîëáöà â 1-ûé,
èç 3-ãî âî 2-é, . . . , èç 10-ãî â 9-ûé. Òîãäà âå÷åðîì äåâÿòîãî äíÿ â

ïåðâûõ äåâÿòè ñòîëáöàõ áóäåò ïî 10 äì3 ñíåãà â êàæäîé êëåòêå,
à â äåñÿòîì ñòîëáöå ñíåãà íå áóäåì. Çàòåì äâîðíèê ïðîäåëûâà-

åò àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ â îáðàòíîì ïîðÿäêå: èç 9-ãî â 10-ûé,
èç 8-ãî â 9-ûé, . . . , èç 2-ãî â ïåðâîé. Òîãäà âå÷åðîì 18-ãî äíÿ

â êëåòêàõ ïîñëåäíèõ äåâÿòè ñòîëáöîâ áóäåò ïî 20 äì3 ñíåãà, à

â ïåðâîì ñòîëáöå íå áóäåò ñíåãà. Àíàëîãè÷íî ïîâòîðèì òàêèå

ñäâèãè (êàæäûé äëèòñÿ 9 äíåé) åù�å 9 ðàç, è ÷åðåç 99 äíåé ïîëó-

÷èì â êëåòêàõ äåâÿòè ñòîëáöîâ ïî 110 äì3 ñíåãà è îäèí êðàéíèé
ñòîëáåö ïóñòîé. Ñîòûì óòðîì ñãðåáàåì ñíåã èç ýòîãî êðàéíåãî â

ñîñåäíèé è ïîëó÷àåì íå áîëåå 112 äì3 ñíåãà â êàæäîé êëåòêå.
9.6. Âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB <

< AC, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H, à O�öåíòð îïèñàííîé îêîëî

íåãî îêðóæíîñòè Ω. Îòðåçîê OH ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêîëî

òðåóãîëüíèêà BHC îêðóæíîñòü â òî÷êå X, îòëè÷íîé îò O è

H. Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AOX, ïåðåñå-

êàåò ìåíüøóþ äóãó AB îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå Y . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìàÿ XY äåëèò îòðåçîê BC ïîïîëàì. (À. Òåð�åøèí)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü H ′ è X ′ � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå

òî÷êàì H è X îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû BC ñîîòâåò-

ñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà HXH ′X ′ �ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê

∠BX ′C = ∠BH ′C = ∠BHC = 180◦−∠BAC, òî÷êè X ′ è H ′ ëå-
æàò íà îêðóæíîñòè Ω. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó H ′B ∥ CH ⊥ AB,
òî÷êàH ′ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå A íà ýòîé îêðóæ-

íîñòè; ñëåäîâàòåëüíî, AH ′ ïðîõîäèò ÷åðåç O. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
XO ∥ H ′X ′, ïîëó÷àåì ∠AYX ′ = 180◦ − ∠AH ′X ′ = 180◦ −
− ∠AOX = ∠AYX; ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè Y , X è X ′ ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé, äåëÿùåé BC ïîïîëàì.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ∠BHC = 180◦ − ∠ABC,
îêðóæíîñòü (BHC) ñèììåòðè÷íà îêðóæíîñòè Ω îòíîñèòåëü-

íî BC; ïóñòü O′ �öåíòð îêðóæíîñòè BHC, àM � ñåðåäèíà BC.
Òîãäà M � åù�å è ñåðåäèíà OO′.
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A

B C
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

O

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Y

H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′

X ′

Ω

A

B C
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

O

O′

M

T

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Y

Ω

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
Êàê èçâåñòíî, AH = 2OM (ýòî äîêàçûâàåòñÿ, íàïðè-

ìåð, ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ

ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC è êîýôôèöèåíòîì −2). Ïîýòîìó
OO′ = 2OM = AH. Ïîñêîëüêó OO′ ⊥ BC ⊥ AH, ÷å-

òûð�åõóãîëüíèê AHO′O�ïàðàëëåëîãðàìì.

Ïóñòü T � òî÷êà íà ëó÷å O′X òàêàÿ, ÷òî O′T = 2O′X. Òîãäà

XT = O′X = O′H = AO. Êðîìå òîãî, èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðå-
óãîëüíèêà O′XH ïîëó÷àåì, ÷òî ∠TXO = ∠O′XH = ∠O′HX =
= ∠AOX, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè TXO è AOX ðàâíû. Çíà÷èò,

∠TOX = ∠AXO.
Ïîñêîëüêó XM � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå O′TO, ïî-

ëó÷àåì ∠MXO = ∠TOX = ∠AXO, òî åñòü XO� áèññåêòðèñà

óãëà AXM . Íî â îêðóæíîñòè (AXOY ) èìååì OA = OY , òàê ÷òî
O� ñåðåäèíà äóãè AXY , à ïîòîìó XO� âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà

óãëà AXY . Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî óãëû AXM è Y XM ñìåæíûå,

òî åñòü òî÷êè X, Y è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä�åì åù�å íåñêîëüêî ñâîéñòâ êîíôèãóðà-

öèè, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ðåøåíèÿ (âñå îáî-

çíà÷åíèÿ âçÿòû èç ðåøåíèé âûøå).

Òî÷êè A è X ′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OH; â

÷àñòíîñòè, XA = XX ′ = 2XM .

Ìîæíî óêàçàòü åù�å íåñêîëüêî òî÷åê, ëåæàùèõ íà îêðóæíî-
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ñòè (AOXY ). Íàïðèìåð, ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà AM ñ

îêðóæíîñòüþ (BHC), à òàêæå òî÷êà, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíàÿ òî÷êå O′ â îêðóæíîñòè (BO′C).

9.7. Íà äîñêå íàïèñàíû 8 ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òð�åõ÷ëåíîâ; ñðå-

äè íèõ íåò äâóõ, äàþùèõ â ñóììå íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Îêàçà-

ëîñü, ÷òî åñëè âûáðàòü ëþáûå äâà òð�åõ÷ëåíà g1(x), g2(x) ñ äîñêè,
òî îñòàâøèåñÿ 6 òð�åõ÷ëåíîâ ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê g3(x), g4(x),
. . ., g8(x) òàê, ÷òî ó âñåõ ÷åòûð�åõ ìíîãî÷ëåíîâ g1(x) + g2(x),
g3(x) + g4(x), g5(x) + g6(x) è g7(x) + g8(x) åñòü îáùèé êîðåíü.

Îáÿçàòåëüíî ëè âñå òð�åõ÷ëåíû íà äîñêå èìåþò îáùèé êîðåíü?

(Ñ. Áåðëîâ, ìåòîäêîìèññèÿ)

Îòâåò. Íåò, íå îáÿçàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ïðèìåð 8 êâàäðàòíûõ òð�åõ÷ëåíîâ, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è:

f1(x) = −x2 + 2; f2(x) = 3x2 − 2; f3(x) = −4x2 + 3;

f4(x) = 2x2 − 3; f5(x) = −4x2 + x+ 4; f6(x) = 4x2 + x− 4;

f7(x) = −5x2 − x+ 5; f8(x) = 5x2 − x− 5.

Äàííûå ìíîãî÷ëåíû ñîñòàâëåíû òàê, ÷òîáû èõ çíà÷åíèÿ â

òî÷êàõ x = −1, 0, 1 ñîîòâåòñòâîâàëè ñëåäóþùåé òàáëèöå:

x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) f5(x) f6(x) f7(x) f8(x)

−1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

0 2 −2 3 −3 4 −4 5 −5

1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

Ó òð�åõ÷ëåíîâ ýòîãî ïðèìåðà íåò îáùåãî êîðíÿ (åãî íåò äà-

æå ó f1(x) è f2(x)). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ. Î÷åâèäíî, íèêàêèå äâà èç ýòèõ òð�åõ÷ëåíîâ íå äàþò â

ñóììå íîëü.

Ïóñòü âûáðàíà êàêàÿ-òî ïàðà èç ýòèõ êâàäðàòíûõ

òð�åõ÷ëåíîâ. Åñëè áûëà âûáðàíà ïàðà (f2k−1(x), f2k(x)), ãäå

k = 1, 2, 3, 4, òî âñå ìíîãî÷ëåíû ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû

(f1(x), f2(x)); (f3(x), f4(x)); (f5(x), f6(x)); (f7(x), f8(x)), êàæäàÿ
ñóììà ýòèõ ïàð èìååò êîðåíü 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèå ñóì-

ìû äâóõ âûáðàííûõ òð�åõ÷ëåíîâ èëè â òî÷êå x0 = −1, èëè â òî÷-
êå x0 = 1 (à ìîæåò áûòü, è â îáåèõ ñðàçó) ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Âû-
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áåðåì òàêîå x0. Îñòàâøèåñÿ ìíîãî÷ëåíû â òî÷êå x0 ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ −1 è 1 ðîâíî ïî òðè ðàçà, è èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû
òàê, ÷òîáû â x0 ñóììû âñåõ ÷åòûð�åõ ïàð ðàâíÿëèñü íóëþ, ò.å.

x0 áûëî èõ îáùèì êîðíåì.

9.8. 1000 äåòåé, ñðåäè êîòîðûõ íåò äâóõ îäèíàêîâîãî ðîñòà, âûñòðî-
èëèñü â øåðåíãó. Íàçîâ�åì ïàðó ðàçëè÷íûõ äåòåé (a, b) õîðîøåé,
åñëè ìåæäó íèìè íå ñòîèò ðåá�åíêà, ðîñò êîòîðîãî áîëüøå ðîñòà

îäíîãî èç a è b, íî ìåíüøå ðîñòà äðóãîãî. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî õîðîøèõ ïàð ìîãëî îáðàçîâàòüñÿ? (Ïàðû (a, b) è (b, a)
ñ÷èòàþòñÿ îäíîé è òîé æå ïàðîé.) (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. 5012 − 3 = 250998.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ øåðåí-

ãè èç 2n äåòåé íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ïàð

ðàâíî (n+ 1)2 − 3.
Ïðîíóìåðóåì äåòåé ÷èñëàìè 1, 2, . . ., 2n â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

ðîñòà. Òîãäà, åñëè ðàññòàâèòü äåòåé â ïîðÿäêå

n+ 1, n+ 2, . . . , 2n, 1, 2, . . . , n,

òî âñå ïàðû (i, j), ãäå i ⩽ n < j, îêàæóòñÿ õîðîøèìè; òàêèõ ïàð
âñåãî n2. Êðîìå ýòîãî, âñå ïàðû âèäà (i, i + 1) òàêæå îêàæóòñÿ
õîðîøèìè; òàêèõ ïàð âñåãî 2n − 1. Ïðè ýòîì ïàðà (n, n + 1)
ó÷òåíà äâàæäû, òàê ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ïàð ðàâíî

n2 + (2n− 1)− 1 = (n+ 1)2 − 3.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî õîðîøèõ ïàð íå ìîæåò áûòü áîëü-

øå, ÷åì (n + 1)2 − 3. Ñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1
óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, èáî åñòü âñåãî îäíà ïàðà äåòåé.

Ïóñòü òåïåðü n > 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ øåðåíãó è

âûáåðåì â íåé õîðîøóþ ïàðó (a, b), â êîòîðîé |a− b|�íàèáîëü-

øåå; ïóñòü äëÿ îïðåäåë�åííîñòè a < b, è ðåá�åíîê a ñòîèò ëåâåå,

÷åì b. Íàçîâ�åì ðåá�åíêà c ïðåêðàñíûì, åñëè îí îáðàçóåò õîðîøèå
ïàðû êàê ñ a, òàê è ñ b.

Ëåììà. Ñóùåñòâóåò íå áîëüøå äâóõ ïðåêðàñíûõ äåòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè c ïðåêðàñåí, òî ïî âûáîðó ïàðû

(a, b) èìååì c − a ⩽ b − a è b − c ⩽ b − a, îòêóäà a < c < b.
Òàêîé ðåá�åíîê c íå ìîæåò ñòîÿòü ìåæäó a è b, èíà÷å ïàðà (a, b)
íå áûëà áû õîðîøåé; çíà÷èò, ëþáîé ïðåêðàñíûé ðåá�åíîê ñòîèò

ëèáî ñëåâà îò a, ëèáî ñïðàâà îò b.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà ïðåêðàñíûõ ðåá�åíêà c1 < c2,
ñòîÿùèõ ëåâåå a; òîãäà a < c1 < c2 < b. Ðåá�åíîê c1 íå ìîæåò

ñòîÿòü ìåæäó a è c2, èíà÷å ïàðà (a, c2) íå õîðîøàÿ; ïîýòîìó c1
ñòîèò ëåâåå c2. Íî òîãäà c2 ñòîèò ìåæäó c1 è b, è ïàðà (c1, b)�
íå õîðîøàÿ, ÷òî íåâîçìîæíî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî

ëåâåå a ñòîèò íå áîëåå îäíîãî ïðåêðàñíîãî ðåá�åíêà. Àíàëîãè÷íî,
íå áîëåå îäíîãî ñòîèò ïðàâåå b, îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå

óòâåðæäåíèå. □
Òåïåðü íåñëîæíî ñîâåðøèòü ïåðåõîä èíäóêöèè. Âûêèíóâ a

è b, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñå õîðîøèå ïàðû, íå ñîäåðæàùèå a è b,
îñòàëèñü õîðîøèìè; ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èõ íå áîëü-

øå, ÷åì n2 − 3. Îñòàëîñü îöåíèòü êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ïàð, ñî-
äåðæàùèõ a èëè b. Ýòî ïàðà (a, b), ïàðû (a, c) è (b, c) äëÿ ëþáî-
ãî ïðåêðàñíîãî ðåá�åíêà c, è ìàêñèìóì ïî îäíîé èç ïàð (a, c)
è (b, c) äëÿ îñòàëüíûõ äåòåé c. Âñåãî ïîëó÷àåì íå áîëåå ÷åì

1 + (2n − 2) + 2 = 2n + 1 ïàð, îòêóäà îáùåå êîëè÷åñòâî õîðî-

øèõ ïàð íå ïðåâîñõîäèò (n2 − 3) + (2n+ 1) = (n+ 1)2 − 3, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Ïàðó äåòåé a è b, äëÿ êîòîðûõ âåðíî óòâåð-

æäåíèå ëåììû, ìîæíî âûáèðàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî,

íàïðèìåð, âûáðàòü õîðîøóþ ïàðó, â êîòîðîé äåòè ñòîÿò äàëü-

øå âñåãî äðóã îò äðóãà. Äðóãîé ñïîñîá � âûáðàòü a = 1 è íàéòè
íàèáîëüøåå b òàêîå, ÷òî (1, b)� õîðîøàÿ ïàðà.
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10 êëàññ
10.1. Ïóñòü p è q�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ

óáûâàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, â êîòîðîé âñòðå÷àåò-

ñÿ êàæäîå èç ÷èñåë p23, p24, q23 è q24. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé

ïðîãðåññèè îáÿçàòåëüíî âñòðåòÿòñÿ ÷èñëà p è q.
(À. Êóçíåöîâ, ìåòîäêîìèññèÿ)

Ðåøåíèå. Âû÷åðêíåì âñå íåöåëûå ÷èñëà èç ïðîãðåññèè (åñ-

ëè îíè åñòü). ßñíî, ÷òî ïîñëå âû÷�åðêèâàíèÿ îñòà�åòñÿ áåñêîíå÷-

íàÿ óáûâàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç öå-

ëûõ ÷èñåë. Ïóñòü å�å ðàçíîñòü ðàâíà −d.
Çàìåòèì, ÷òî q23−p23 äåëèòñÿ íà d, çíà÷èò, d íå äåëèòñÿ íà

p, èíà÷å q23 äîëæíî áóäåò äåëèòüñÿ íà p, ÷òî íåâåðíî. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, d äîëæíî ÿâëÿòüñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p24−p23 = p23(p−
−1). Ïîñêîëüêó p è d âçàèìíî ïðîñòû, p−1 äåëèòñÿ íà d. Äàëåå,
p23−p äåëèòñÿ íà p−1 (ïîñêîëüêó îíî ðàâíî p(p−1)(p21+p20+
+ . . . + 1)). Ïîýòîìó p23 − p äåëèòñÿ íà d, è, ïîñêîëüêó p <
< p23, ïîëó÷àåì, ÷òî p ëåæèò â íàøåé ïðîãðåññèè. Àíàëîãè÷íî,
q ëåæèò â ýòîé ïðîãðåññèè.

10.2. Äàíî íå÷�åòíîå ÷èñëî n ⩾ 3. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 2n × 2n
çàêðàøèâàþò 2(n − 1)2 êëåòîê. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî

òð�åõêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî âûðåçàòü èç

íåçàêðàøåííîé êëåò÷àòîé ôèãóðû? (Ã. Øàðàôåòäèíîâà)

Îòâåò. 2n− 1.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ðàçîáü�åì êâàäðàò 2n×2n íà n2 êâàäðà-

òèêîâ 2× 2.

Ðèñ. 4

Ñðåäè ýòèõ êâàäðàòèêîâ íå áîëåå

2(n − 1)2/2 = (n − 1)2 êâàäðàòèêîâ, â

êîòîðûõ ïîêðàøåíî õîòÿ áû 2 êëåòêè.

Îñòàëüíûõ êâàäðàòèêîâ 2 × 2�íå ìåíåå

n2−(n−1)2 = 2n−1 øòóê. Èç êàæäîãî èç
íèõ ìîæíî âûðåçàòü òð�åõêëåòî÷íûé óãî-

ëîê.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ïðèìåð èíäóêöè-

åé ïî íå÷�åòíûì n ⩾ 1. Ïðè n = 1 çàêðàøåííûõ êëåòîê íåò, è

ìîæíî âûðåçàòü îäèí óãîëîê.

Äëÿ ïåðåõîäà âûäåëèì â êâàäðàòå âíåøíþþ ¾ðàìêó¿ øè-
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ðèíîé â äâå êëåòêè. Â ýòîé ðàìêå çàêðàñèì âñå 8(n − 2) êëåò-
êè, ïðèìûêàþùèå ê âíóòðåííåé ãðàíèöå ðàìêè (ñì. ðèñ. 4),

à â êâàäðàòå âíóòðè ðàìêè çàêðàñèì êëåòêè ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ èíäóêöèè. Îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ êëåòîê ðàâíî

2(n− 3)2 + 8(n− 2) = 2(n− 1)2.
Îñòàëîñü ïîíÿòü, ñêîëüêî óãîëêîâ ìîæíî âûðåçàòü â ýòîì

ïðèìåðå. Ëþáîé óãîëîê èç íåïîêðàøåííûõ êëåòîê öåëèêîì ëå-

æèò ëèáî â ðàìêå, ëèáî âî âíóòðåííåì êâàäðàòå (òàêèõ ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ 2(n− 2)− 1 = 2n− 5). Èç ðàìêè æå íåëüçÿ âûðåçàòü
áîëåå 4 óãîëêîâ � êàæäûé òàêîé óãîëîê äîëæåí ñîäåðæàòü õîòÿ

áû 2 êëåòêè îäíîãî èç óãëîâûõ êâàäðàòîâ 2× 2, à äâóõ óãîëêîâ,
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ îäíèì êâàäðàòîì, âûðåçàòü íåëüçÿ. Çíà÷èò,

îáùåå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ íå áîëüøå (2n− 5) + 4 = 2n− 1.
10.3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èëüÿ çàäóìàë ïàðó ðàçëè÷íûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n (ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè), àíà-

ëîãè÷íî Ñàøà çàäóìàë ïàðó ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n.
Ë�åíÿ çíàåò n; åãî öåëü � âûÿñíèòü, îäèíàêîâûå ëè ïàðû ìíîãî-

÷ëåíîâ ó Èëüè è Ñàøè. Ë�åíÿ âûáèðàåò íàáîð èç k âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë x1 < x2 < . . . < xk è ñîîáùàåò ýòè ÷èñëà. Â îòâåò

Èëüÿ çàïîëíÿåò òàáëèöó 2 × k: äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . ., k îí

âïèñûâàåò â äâå êëåòêè i-ãî ñòîëáöà ïàðó ÷èñåë P (xi), Q(xi) (â
ëþáîì èç äâóõ âîçìîæíûõ ïîðÿäêîâ), ãäå P è Q� çàäóìàííûå

èì ìíîãî÷ëåíû. Àíàëîãè÷íóþ òàáëèöó çàïîëíÿåò Ñàøà. Ïðè êà-

êîì íàèìåíüøåì k Ë�åíÿ ñìîæåò (ãëÿäÿ íà òàáëèöû) íàâåðíÿêà

äîáèòüñÿ öåëè? (Ë. Øàòóíîâ)

Îòâåò. 2n+ 1.
Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè k = 2n (à òåì áîëåå ïðè k <

< 2n) Ë�åíÿ íå ñìîæåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü îïðåäåëèòü ïàðó
P , Q. Ïóñòü îí íàçâàë x1 < x2 < . . . < x2n. Ïîëîæèì A = (x −
−x1)(x−x2) . . . (x−xn), B = (x−xn+1)(x−xn+2) . . . (x−x2n), òàê
÷òî A(xi) = 0 äëÿ i = 1, 2, . . ., n è B(xi) = 0 äëÿ i = n+1, n+2,
. . ., 2n. Òîãäà åñëè Èëüÿ çàãàäàë P1 = A+ 2B è Q1 = −A− 2B,
òî â i-ì ñòîëáöå òàáëèöû áóäóò ÷èñëà ±2B(xi) ïðè i = 1, 2, . . .,
n è ÷èñëà ±A(xi) ïðè i = n+ 1, n+ 2, . . ., 2n. Íî òà æå òàáëèöà
ãîäèòñÿ äëÿ ïàðû P2 = A− 2B è Q2 = −A+2B, å�å ìîã çàãàäàòü
Ñàøà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêàæåì, ÷òî ïðè k = 2n + 1 òàáëèöå
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Èëüè ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü íå áîëåå îäíîé ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ

P , Q. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è åñòü äâå òàêèå ïàðû: P1, Q1 è

P2, Q2. Òîãäà P2 ñîâïàäàåò c P1 èëè Q1 õîòÿ áû ïðè n+ 1 ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ïóñòü, ñêàæåì, ñ P1. Íî òîãäà P1

è P2 � îäèíàêîâûå ìíîãî÷ëåíû (ïîñêîëüêó èõ ðàçíîñòü � ìíî-

ãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, èìåþùèé íå ìåíåå n+ 1 ðàçëè÷íûõ
êîðíåé). Èç òàáëèöû òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ Q1 è Q2 ñîâ-

ïàäàþò â 2n+ 1 òî÷êå, à òîãäà è Q1 = Q2.

10.4. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì ∠A+∠D =
= 90◦, åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ ℓ ïåðåñå-
êàåò îòðåçêè AB, CD, AE è ED â òî÷êàõ X, Y , Z è T ñîîòâåò-

ñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî AZ = CE è BE = DT . Äîêàæèòå, ÷òî
äëèíà îòðåçêà XY íå áîëüøå äèàìåòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ETZ. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω îêðóæíîñòü (ETZ) è ÷åðåç

d� å�å äèàìåòð. Ïîñêîëüêó BE = DT , òî BT = BE+ET = DT+
+ET = DE. Èç óñëîâèÿ ∠A+∠D = 90◦ ñëåäóåò, ÷òî ëó÷è AB è

DC ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå F ïîä ïðÿìûì óãëîì (ñì.

ðèñ. 5). Ïðîâåäåì äèàìåòð EB′ â îêðóæíîñòè (ABE). Ïîñêîëüêó
∠ABE > 90◦, òî÷êè èäóò íà îêðóæíîñòè â ïîðÿäêå A − B −
− E − B′. Òîãäà ∠AB′B = ∠AEB = ∠CED è ∠BAB′ = 90◦ +
+∠FAC = ∠ECD. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè CED è AB′B

ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, ïîýòîìó AB′

BB′ =
CE
ED

= AZ
BT

. Ïîëó÷åííîå

ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AB′Z è

BB′T ïîäîáíû ïî îòíîøåíèþ êàòåòîâ. Òîãäà ∠BTB′ = ∠AZB′,
ïîýòîìó òî÷êà B′ ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Çàìåòèì, ÷òî AB �

ïðÿìàÿ Ñèìñîíà òî÷êè B′ äëÿ òðåóãîëüíèêà ZET , ïîñêîëüêó
∠B′AE = ∠B′BE = 90◦. Òîãäà è ïðîåêöèÿ B′ íà ïðÿìóþ ZT
òîæå ëåæèò íà AB, òî åñòü B′X ⊥ ZT .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà C ′, äèàì
åòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ E íà îêðóæíîñòè (CED), ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ω, à òàêæå C ′Y ⊥ ZT . Òàêèì îáðàçîì, B′C ′ � õîðäà

îêðóæíîñòè ω, àX è Y �ïðîåêöèè òî÷åê B′ è C ′ íà ïðÿìóþ ZT ,
ïîýòîìó XY ⩽ B′C ′ ⩽ d, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðèâåä�åì ñõåìó äðóãîãî ðåøåíèÿ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî XZ = TY (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ
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A
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F

Z T
X Y

B′

Ðèñ. 5
òåîðåìó Ìåíåëàÿ). Ïóñòü M , N , K � ñåðåäèíû AC (è ZE), BD
(è TE), XY (è ZT ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü F = AB ∩ CD, Èç
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà XFY èìååì FK = XY/2. Äàëåå,
KMN � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê äëÿ òðåóãîëüíèêà EZT . Ëåã-
êèé ñ÷åò óãëîâ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåäèàíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà) äàåò ∠MFN = 180◦−∠MEN = 180◦−∠MKN . Çíà-

÷èò, òî÷êèM ,K, N , F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, òîãäà FK �

õîðäà îêðóæíîñòè (MKN). Îòñþäà XY/2 = KF ⩽ 2RMKN =
= RETZ , ÷òî çàâåðøàåò ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñàìîì äåëå B′C ′ �äèàìåòð îêðóæíîñòè

(ETZ), ÷òî íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñ÷�åòîì óãëîâ, íî äëÿ ðåøåíèÿ

ýòîãî íå òðåáóåòñÿ. Ðàâåíñòâî XY = d äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê� âïèñàííûé.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâåä�åì ïëàí åù�å îäíîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å.

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç ïðèâåä�åííîãî âûøå ðåøåíèÿ, à òàê-

æå ââåä�åì íîâûå: x = BF , y = AB, z = CF , t = DC, k = DE
EB

,

m = AE
FC

, p = ZT , α = ∠AED. Èç òåîðåì Ìåíåëàÿ äëÿ △EZT

è ïðÿìîé AY B; △EZT è ïðÿìîé CY D íàõîäèì: XZ = Y T =
= p · 1

kl − 1
. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà ZET : d =

= p
sinα

, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøåXY = XZ+Y Z+ZT = p·kl + 1
kl − 1

.
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Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî sinα ⩽ kl − 1
kl + 1

(⋆). Èç

òåîðåì Ìåíåëàÿ äëÿ △AFC è ïðÿìîé BED; △BFD è ïðÿ-

ìîé AEC ëåãêî âèäåòü, ÷òî k =
t(x+ y)

zy
, l =

y(z + t)
xt

, îòñþäà

kl =
(x+ y)(z + t)

xz
è kl − 1

kl + 1
=

(x+ y)(z + t)− xz
(x+ y)(z + t) + xz

.

Îáîçíà÷èì ∠FAC = β, ∠FDB = γ, òîãäà α =
= 90◦ + β + γ. Çíà÷èò, sinα = cos γ cosβ − sin γ sinβ =

=
(x+ y)(z + t)− xz√

(x2 + (z + t)2)(z2 + (x+ y)2)
, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåò-

ñÿ èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ AFC è BFD. Îñòà�åòñÿ çà-
ìåòèòü, ÷òî

√
(x2 + (z + t)2)(z2 + (x+ y)2) ⩾ xz + (z + t)(x+ y)

ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïîëó÷àåì â òî÷íî-

ñòè òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (⋆).
10.5. Äàíà ïðÿìîëèíåéíàÿ äîðîãà, âûëîæåííàÿ èç çåë�åíûõ è êðàñ-

íûõ äîùå÷åê (äîðîãà � îòðåçîê, ðàçáèòûé íà îòðåçêè-äîùå÷êè).

Öâåòà äîùå÷åê ÷åðåäóþòñÿ; ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ äîùå÷êè�

çåë�åíûå. Èçâåñòíî, ÷òî äëèíû âñåõ äîùå÷åê áîëüøå ñàíòèìåòðà

è ìåíüøå ìåòðà, à òàêæå ÷òî äëèíà êàæäîé ñëåäóþùåé äîùå÷-

êè áîëüøå ïðåäûäóùåé. Êóçíå÷èê õî÷åò ïðîïðûãàòü âïåð�åä ïî

äîðîãå ïî ýòèì äîùå÷êàì, íàñòóïèâ íà êàæäóþ çåë�åíóþ äîùå÷-

êó õîòÿ áû îäèí ðàç è íå íàñòóïèâ íè íà îäíó êðàñíóþ äîùå÷-

êó (èëè ãðàíèöó ìåæäó ñîñåäíèìè äîùå÷êàìè). Äîêàæèòå, ÷òî

êóçíå÷èê ìîæåò ñäåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû ñðåäè äëèí åãî ïðûæêîâ

âñòðåòèëîñü íå áîëåå 8 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. (Ò. Êîðîò÷åíêî)

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî äîùå÷êè âûëîæåíû íà ÷èñëîâîé

ïðÿìîé. Ïðèìåì 1 = 1 ñì.
Âîçüìåì 0 < ε < 0, 01 òàêîå, ÷òî ðàçíîñòü äëèí ëþáîé ïà-

ðû ñîñåäíèõ äîùå÷åê áîëüøå 10ε. Îòìåòèì íà ïðÿìîé áåñêîíå÷-

íóþ â îáå ñòîðîíû àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ ε
òàê, ÷òîáû êîíöû äîùå÷åê íå áûëè îòìå÷åíû. Êóçíå÷èê áóäåò

ïðûãàòü òîëüêî ïî îòìå÷åííûì òî÷êàì, è äëèíû åãî ïðûæêîâ

áóäóò èç ìíîæåñòâà {ε, ℓ, 2ℓ, 4ℓ, 8ℓ, 16ℓ, 32ℓ, 64ℓ}, ãäå ℓ = Nε, à
íàòóðàëüíîå N ïîäáåð�åì òàê, ÷òî ℓ < 2 è 64ℓ > 101.

Ñòðàòåãèÿ êóçíå÷èêà áóäåò òàêîé: ïðûãàòü âïðàâî ïî

çåë�åíîé äîùå÷êå íà ε ïîêà âîçìîæíî, è äàëåå ïåðåïðûãèâàòü

î÷åðåäíóþ êðàñíóþ äîùå÷êó ïðûæêîì ìèíèìàëüíîé âîçìîæ-
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íîé äëèíû (òàêàÿ äëèíà íàéä�åòñÿ, ïîñêîëüêó äëèíà ñàìîãî

äëèííîãî ïðûæêà áîëüøå 100 + ε). Èòàê, ïóñòü ñäåëàí ïðûæîê
äëèíû 2d èç çåë�åíîãî îòðåçêà ÷åðåç î÷åðåäíîé êðàñíûé îòðåçîê
[a, b]. Íàì îñòà�åòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå ýòîãî ïðûæêà êóçíå÷èê

îêàæåòñÿ â ñëåäóþùåì çåë�åíîì îòðåçêå [b, c]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî íå òàê, è êóçíå÷èê èç òî÷êè a−x, ãäå 0 < x < ε ïåðåïðûãíóë
â òî÷êó a−x+2d > c. Âèäèì, ÷òî 2d > (c−b)+(b−a) > 2, çíà÷èò,
â ìíîæåñòâå äëèí ïðûæêîâ êóçíå÷èêà åñòü äëèíà d. Äàëåå, ïî
âûáîðó ε, èìååì (c− b) > (a− b) + 10ε, ïîýòîìó ìîæåì îöåíèòü

2d > (c− b) + (b− a) > 2(b− a) + 10ε. Âèäèì, ÷òî d > (b− a) + ε,
à çíà÷èò, êóçíå÷èê ìîã èç òî÷êè a − x ïåðåïðûãíóòü êðàñíûé

îòðåçîê [a, b] ïðûæêîì áîëåå êîðîòêèì, ÷åì 2d. Ïðîòèâîðå÷èå.
10.6. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè ABC

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Íà îòðåçêå

AD îòìå÷åíà òî÷êà E, à íà îòðåçêå CD� òî÷êà F . Èçâåñòíî,
÷òî ME = MD = MF . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, M , E è F
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. (À. Òåð�åøèí)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü ∠ADC = x. Èç ðàâíîáåäðåí-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ DME è DMF (èëè èç òîãî, ÷òî M �öåíòð

îêðóæíîñòè (DEF )) èìååì ∠EMF = 360◦−2x (ñì. ðèñ. 6). Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è îñòà�åòñÿ ïîíÿòü, ÷òî òîìó æå ðàâåí ∠EBF .

Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì D è êîýôôèöèåíòîì 1/2 òî÷êè E,
F , B ïåðåéäóò ñîîòâåòñòâåííî â E′, F ′, B′ � ñåðåäèíû îòðåçêîâ

DE, DF è DB. Âìåñòî ∠EBF íàéä�åì ∠E′B′F ′, çàìåòèâ, ÷òî E′

è F ′ �ïðîåêöèè M íà AD è CD, à B′ �öåíòð ïàðàëëåëîãðàì-

ìà, èëè ñåðåäèíà AC, òåì ñàìûì, B′ �ïðîåêöèÿ M íà AC. Âè-
äèì, ÷òî M , E′, A, B′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
MA. Îòñþäà ∠DE′B′ = ∠AMB′ = ∠AMC/2 = ∠ABC/2 = x/2.
Àíàëîãè÷íî ∠DF ′B′ = x/2. Èç ÷åòûð�åõóãîëüíèêà E′B′F ′D âè-

äèì, ÷òî ∠E′B′F ′ = 360◦ − x − x/2 − x/2 = 360◦ − 2x, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî óãëîâ

∠ABE = ∠CBF (ò.å. èçîãîíàëüíîñòü BE è BF îòíîñèòåëüíî

AB, BC). Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà M áóäåò ëåæàòü íà âíåøíåé

áèññåêòðèñå óãëà EBF è íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê EF ,
à çíà÷èò, áóäåò ñîâïàäàòü ñ ñåðåäèíîé äóãè (EBF ).
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Ðèñ. 6 Ðèñ. 7
Ðàâåíñòâî óãëîâ ∠ABE = ∠CBF , â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâà-

ëåíòíî ïîäîáèþ ABE ∼ CBF . Äîêàæåì ýòî ïîäîáèå.

Îòìåòèì íà ëó÷å AB çà òî÷êîé B òî÷êó X òàê, ÷òî BX =
= BC, à íà ëó÷å CB çà òî÷êîé B òî÷êó Y òàê, ÷òî BY = BA.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè BMC è BMX ðàâíû ïî äâóì

ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. Òîãäà MX = MC = MA. Ðàñ-
ñìîòðèì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê DF , òîãäà îí ÿâëÿåò-

ñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé AX, à ïîñêîëü-

êó MA = MX, òî îí æå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿ-

ðîì ê AX. Òàêèì îáðàçîì, òðàïåöèÿ ADFX ðàâíîáåäðåííàÿ,

à ðàç ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì, òî CXBF � òàêæå ðàâíîáåä-

ðåííàÿ òðàïåöèÿ, ïðè÷�åì CB = BX = XF è ∠XBC = 180◦ −
− ∠ABC. Àíàëîãè÷íîå ïîëó÷èì äëÿ òðàïåöèè AY BE. Âèäèì,
÷òî AY BE ∼ CXBF , îòêóäà ñëåäóåò íóæíîå íàì ABE ∼ CBF .

Çàìå÷àíèå. Òðåáóåìîå â ðåøåíèè 2 ïîäîáèå ABE ∼ CBF
ìîæíî äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó� óñòàíîâèâ ðàâåíñòâî AE ·BC =
= CF ·AB. Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñ÷�åòîì â ñèíó-

ñàõ ÷åðåç ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà ABC, âûðàçèâ ïðîåêöèþ AM
íà AD, äàëåå âûðàçèâ îòðåçîê AE è ò.ä.

Èìåþòñÿ è äðóãèå âû÷èñëèòåëüíûå ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

10.7. Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1 è x2. Íà ïðÿìîé äàíû y1 áå-
ëûõ îòðåçêîâ è y2 ÷�åðíûõ îòðåçêîâ, ïðè ýòîì y1 ⩾ x1 è y2 ⩾ x2.
Èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå äâà îòðåçêà îäíîãî öâåòà íå ïåðåñåêà-

þòñÿ (äàæå íå èìåþò îáùèõ êîíöîâ). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ïðè

ëþáîì âûáîðå x1 áåëûõ îòðåçêîâ è x2 ÷�åðíûõ îòðåçêîâ îáÿçà-

20



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2023�2024 ó÷åáíûé ãîä

òåëüíî êàêàÿ-òî ïàðà âûáðàííûõ îòðåçêîâ áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî

(y1 − x1)(y2 − x2) < x1x2.

(Ã. ×åëíîêîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì áåëûå îòðåçêè ñëåâà íà-

ïðàâî êàê w1, w2, . . . , wy1 , à ÷�åðíûå� êàê b1, b2, . . . , by2 . Äëÿ
êàæäîãî ÷�åðíîãî îòðåçêà bj íàçîâ�åì åãî ñèëîé S(bj) êîëè÷åñòâî
èíäåêñîâ i ⩽ y1 − 1 òàêèõ, ÷òî bj ïåðåñåêàåòñÿ êàê ñ wi, òàê è ñ

wi+1. Åñëè ñ êàêîé-òî ïàðîé (wi, wi+1) ïåðåñåêàþòñÿ äâà ÷�åðíûõ
îòðåçêà, òî îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó, ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëî-

âèþ. Ïîýòîìó êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà ó÷òåíà â ñèëå íå áîëåå, ÷åì

îäíîãî ÷�åðíîãî îòðåçêà, à çíà÷èò,
y2∑
j=1

S(bj) ⩽ y1 − 1.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå y1 ãðóïï, ñîñòîÿùèõ èç x1 áåëûõ

îòðåçêîâ êàæäàÿ: ïðè 0 ⩽ i ⩽ y1 − x1 ãðóïïà Gi ñîñòîèò èç

îòðåçêîâ wi+1, wi+2, . . . , wi+x1 , à ïðè y1 − x1 + 1 ⩽ i ⩽ y1 −
− 1 ãðóïïà Gi ñîñòîèò èç îòðåçêîâ wi+1, wi+2, . . . , wy1 , à òàêæå

èç w1, w2, . . . , wi+x1−y1 (èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò

èç x1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêîâ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå). Äëÿ

ãðóïïû Gi îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Gi) êîëè÷åñòâî ÷�åðíûõ îòðåçêîâ,
íå ïåðåñåêàþùèõñÿ íè ñ îäíèì èç îòðåçêîâ â Gi. Ïî óñëîâèþ,

N(Gi) ⩽ x2 − 1; ïîýòîìó

Σ :=

y1−1∑
i=0

N(Gi) ⩽ y1(x2 − 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ÷�åðíûé îòðåçîê bj ïåðåñåêàåòñÿ
ìàêñèìóì ñ 1+S(bj) áåëûìè îòðåçêàìè, è âñå ýòè áåëûå îòðåçêè
ðàñïîëîæåíû ïîäðÿä. Òîãäà êîëè÷åñòâî ãðóïï, ñîäåðæàùèõ õîòÿ

áû îäèí èç ýòèõ áåëûõ îòðåçêîâ, íå ïðåâîñõîäèò 1 + S(bj) +
+ (x1 − 1) = S(bj) + x1. Ïîýòîìó îòðåçîê bj ó÷ò�åí õîòÿ áû â

y1 − (S(bj) + x1) ÷èñëàõ âèäà N(Gi). Ïîýòîìó

Σ ⩾
y2∑
j=1

(y1 − S(bj)− x1) = y2(y1 − x1)−
y2∑
j=1

S(bj) ⩾

⩾ y2(y1 − x1)− (y1 − 1).
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Èç ïîëó÷åííûõ äâóõ îöåíîê íà Σ âûòåêàåò, ÷òî

y1(x2−1) ⩾ y2(y1−x1)−(y1−1) ⇐⇒ (y1−x1)(y2−x2) ⩽ x1x2−1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è

äëÿ íåêîòîðûõ x1, x2, y1, y2 íåâåðíî: (y1 − x1)(y2 − x2) ⩾ x1x2,
è ïðè ýòîì óñëîâèè ñóììà y1 + y2 �ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè òîãäà y1−x1 ⩾ x1. Âîçüì�åì x1-é
ñëåâà áåëûé îòðåçîê W è (y2 − x2)-é ñëåâà ÷�åðíûé îòðåçîê B.
Ó êàêîãî-òî èç íèõ ïðàâûé êîíåö ëåâåå.

1) Ïóñòü ïðàâûé êîíåö W ëåâåå (èëè êîíöû ñîâïàäàþò).

Òîãäà ïðàâûå x2 ÷�åðíûõ îòðåçêîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ëåâûìè x1
áåëûìè. Ïðîòèâîðå÷èå.

2) Ïóñòü ïðàâûé êîíåö B ëåâåå. Âûêèíåì âñå áåëûå îòðåç-

êè ñëåâà îò W (âêëþ÷àÿ åãî) è âñå ÷�åðíûå îòðåçêè ñëåâà îò B
(âêëþ÷àÿ åãî). Îñòàâøèåñÿ áåëûå îòðåçêè (èõ õîòÿ áû x1) íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ ñ âûêèíóòûìè y2−x2 ÷�åðíûìè; îòñþäà óæå ñëåäóåò,
÷òî y2 − x2 < x2.

Ïîëîæèì x′1 = x1, y
′
1 = y1 − x1 ⩾ x′1, x

′
2 = x2 − (y2 − x2)

è y′2 = y2 − (y2 − x2) = x2 ⩾ x′2; òîãäà îñòàëîñü y′1 áåëûõ è

y′2 ÷�åðíûõ îòðåçêîâ. Ðàññìîòðèì ëþáûå x′1 îñòàâøèõñÿ áåëûõ è
x′2 îñòàâøèõñÿ ÷�åðíûõ îòðåçêîâ. Åñëè ñðåäè íèõ íåò ïåðåñåêà-

þùèõñÿ, òî, äîáàâèâ ê íèì âñå âûêèíóòûå ÷�åðíûå îòðåçêè, ïî-

ëó÷èì íàáîð èç x1 = x′1 áåëûõ è x2 = x′2 + (y2 − x2) ÷�åðíûõ
îòðåçêîâ èñõîäíîãî íàáîðà, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïåðåñåêàþùèõñÿ;

ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, îñòàâøèéñÿ íàáîð óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (äëÿ íîâûõ ÷èñåë x′1, y
′
1, x

′
2 è y′2), ïðè ýòîì â í�åì ìåíüøå

îòðåçêîâ, ÷åì â èñõîäíîì, ïîýòîìó

0 < x′1x
′
2 − (y′1 − x′1)(y

′
2 − x′2) =

= x1(2x2 − y2)− (y1 − 2x1)(y2 − x2) =

= x1x2 − (y1 − x1)(y2 − x2) ⩽ 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè x1 = x2 = 1 óòâåðæäåíèå çà-
äà÷è ïðåâðàùàåòñÿ â äâóõöâåòíóþ (îäíîìåðíóþ) òåîðåìó Õåë-

ëè.

10.8. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 2. Ìàøà çàïèñûâàåò ïî êðóãó n íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë. Äàëåå Òàÿ äåëàåò òàêóþ îïåðàöèþ: ìåæäó êàæ-
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äûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè a è b îíà ïèøåò íåêîòîðûé äå-
ëèòåëü ÷èñëà a+ b, áîëüøèé 1; çàòåì Òàÿ ñòèðàåò èñõîäíûå ÷èñ-

ëà è ïîëó÷àåò íîâûé íàáîð èç n ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïî êðóãó. Âñåãäà
ëè Òàÿ ìîæåò âûïîëíÿòü îïåðàöèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷åðåç

íåñêîëüêî îïåðàöèé âñå ÷èñëà îêàçàëèñü ðàâíûìè?

(Ò. Êîðîò÷åíêî)

Îòâåò. Äà.

Ðåøåíèå. Áóäåì íàðàùèâàòü ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, â êîòî-

ðûõ Òàÿ ïîáåæäàåò (ò.å. ñìîæåò ïîëó÷èòü n ðàâíûõ ÷èñåë).

(1) Ïóñòü ó íàñ n íå÷�åòíûõ ÷èñåë.

Òîãäà çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü n äâîåê.

(2) Ïóñòü íèêàêàÿ ñóììà äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ

ñòåïåíüþ äâîéêè.

Òîãäà çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ (1).

(3) Ïóñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå s âñåõ ÷èñåë íå ðàâíî

ñòåïåíè äâîéêè.

Ïîêàæåì, ÷òî ñìîæåì ïðèéòè ê ñèòóàöèè (2). Âîñïîëüçóåì-

ñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðèâåä�åì â êîí-

öå ðåøåíèÿ.

Ëåììà. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, s�
èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå. Çà îäèí õîä ìåíÿåì íàáîð a1, a2,
. . . , an íà a1 + a2

2
, a2 + a3

2
, . . . , an + a1

2
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ âñå ÷èñëà áóäóò ëåæàòü â èíòåðâàëå (s−
− ε, s+ ε).

ßñíî, ÷òî s > 1. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû èíòåðâàë

(s − ε, s + ε) öåëèêîì ïîìåùàëñÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ñòåïåíÿ-

ìè äâîéêè: 2t−1 < s − ε < s + ε < 2t äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-

ðàëüíîãî t. Áóäåì ïðîâîäèòü ìíîãî ðàç îïåðàöèþ çàìåíû ïàðû

ñîñåäíåé íà èõ ñóììó. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå, íàéä�åòñÿ N òà-

êîå, ÷òî ïîñëå N îïåðàöèé âñå ÷èñëà áóäóò ëåæàòü â èíòåðâàëå

(2N (s − ε), 2N (s + ε)), à çíà÷èò, â èíòåðâàëå ìåæäó ñîñåäíèìè

ñòåïåíÿìè äâîéêè 2N · 2t−1 è 2N · 2t. Çíà÷èò, ïîñëå (N − 1) îïå-
ðàöèè âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (2).

(4) Ïóñòü âñå ÷èñëà íå ìåíüøå 2.

Åñëè ìû íå â ñèòóàöèè (2), òî åñòü ïàðà ñîñåäåé a, b, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà 2t, ãäå t ⩾ 2�íàòóðàëüíîå. Ïîïðîáóåì ñäåëàòü
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ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ ïðîèçâîëüíî, òîëüêî a è b çàìåíèì íà

÷èñëî 2. Ïóñòü â òàêîé ïîïûòêå ìû íå ïðèøëè â ñèòóàöèþ (3), òî

åñòü ïîëó÷èëè ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå s
ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè. Òîãäà ñäåëàåì äðóãóþ ïîïûòêó, â êîòîðîé

âñå ïàðû ìåíÿþòñÿ òàê æå, òîëüêî òîëüêî a è b çàìåíÿþòñÿ íà 4.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé ïîïûòêîé s óâåëè÷èëîñü íà 2

n
, ïîýòîìó

ìû îêàæåìñÿ â ñèòóàöèè (3).

(5) Ïóñòü íàáîð èñõîäíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíûé. Òîãäà ïîñëå

îäíîé îïåðàöèè èìååì ñèòóàöèþ (4).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ñäåëàåì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ, ïóñòü

s+x0, s+x1, . . . , s+xn �äàííûå ÷èñëà, òàê ÷òî x0+. . .+xn = 0.
Ïóñòü M = max{|x0|, . . . , |xn|}. ßñíî, ÷òî ïîñëå õîäà M íå óâå-

ëè÷èòñÿ. Äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå êîëè÷å-

ñòâî k õîäîâ ýòîò ìàêñèìóì îòêëîíåíèÿ ñòàíåò íå áîëåå λM äëÿ

íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî 0 < λ < 1. Íèæå óâèäèì, ÷òî ìîæ-
íî ïîëîæèòü k = n è λ = 2n − n− 1

2n
.

×åðåç n õîäîâ ó íàñ áóäåò íàáîð s + y0, s + y1, . . . , s + yn,
ãäå y0 = 1

2n
(x0 + C1

nx1 + C2
nx2 + . . . + Cn−1

n xn−1 + xn) è ò.ä.

Òàê êàê x0 + x1 + . . .+ xn = 0, èìååì x0 + C1
nx1 + C2

nx2 + . . .+
+Cn−1

n xn−1+xn = (C1
n−1)x1+(C2

n−1)x2+ . . .+(Cn−1
n −1)xn−1.

Îòñþäà |y0| ⩽ 1
2n

((C1
n − 1) + . . .+ (Cn−1

n − 1))M = 2n − n− 1
2n

M .

Àíàëîãè÷íî âñå |yi| ⩽ 2n − n− 1
2n

M . □
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11 êëàññ
11.1. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí áåñêîíå÷íûé öèëèíäð (ò.å. ãåîìåò-

ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäàë�åííûõ îò äàííîé ïðÿìîé ℓ íà äàííîå
ðàññòîÿíèå R > 0). Ìîãóò ëè øåñòü ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ð�åáðà

íåêîòîðîãî òåòðàýäðà, èìåòü ðîâíî ïî îäíîé îáùåé òî÷êå ñ ýòèì

öèëèíäðîì? (À. Êóçíåöîâ)

Îòâåò. Íå ìîãóò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñóùåñòâó-

åò. Ñïðîåöèðóåì òåòðàýäð íà ïëîñêîñòü α, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ïðÿìîé ℓ. Ïðîåêöèåé öèëèíäðà áóäåò íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü ω.
Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè âåðøèí òåòðàýäðà ÷åðåçA,B, C,D, îíè âñå
áóäóò ðàçëè÷íû (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà èç ïðÿìûõ, ñîäåðæà-

ùèõ ñòîðîíû òåòðàýäðà, áóäåò ïàðàëëåëüíà ℓ, òàêàÿ ïðÿìàÿ íå

ìîæåò èìåòü ñ öèëèíäðîì ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó). Êàæäàÿ èç

ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè A, B, C, D äîëæíà èìåòü ñ îêðóæ-

íîñòüþ ω îäíó îáùóþ òî÷êó, òî åñòü êàñàòüñÿ ýòîé îêðóæíîñòè.

Ïðè ýòîì òî÷êè A, B, C, D íå ìîãóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé

(ïîñêîëüêó âåðøèíû òåòðàýäðà íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).

Çíà÷èò, ëèáî íà îäíîé ïðÿìîé ëåæàò êàêèå-òî òðè èç íèõ, íå

óìàëÿÿ îáùíîñòè B, C, D, ëèáî íèêàêèå òðè èç ýòèõ òî÷åê íà

îäíîé ïðÿìîé íå ëåæàò. Â ëþáîì ñëó÷àå ïðÿìûå AB, AC, AD
ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îäíàêî îíè âñå êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω è

ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A, ïðîòèâîðå÷èå.
11.2. Òðîéêó ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (a, b, c) íàçîâ�åì çàãàäî÷íîé, åñëè√

a2 +
1

a2c2
+ 2ab+

√
b2 +

1

b2a2
+ 2bc+

+

√
c2 +

1

c2b2
+ 2ca = 2(a+ b+ c).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðîéêà (a, b, c)� çàãàäî÷íàÿ, òî òðîéêà

(c, b, a)� òîæå çàãàäî÷íàÿ. (À. Êóçíåöîâ, Ê. Ñóõîâ)

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî òðîéêà (a, b, c)� çàãàäî÷íàÿ â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà abc = 1, èç ýòîãî íåìåäëåííî ïî-
ñëåäóåò òðåáóåìîå â çàäà÷å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî abc < 1. Òî-

ãäà

√
a2 + 1

a2c2
+ 2ab >

√
a2 + b2 + 2ab = a + b, àíàëîãè÷íî
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b2 + 1

b2a2
+ 2bc > b + c è

√
c2 + 1

c2b2
+ 2ca > c + a. Èòîãî,

â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ áîëüøå ïðà-

âîé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå abc > 1 èìååì, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü áîëüøå ëåâîé, à â ñëó÷àå abc = 1 äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

11.3. Þðèé ïîäîø�åë ê âåëèêîé òàáëèöå ìàéÿ. Â òàáëèöå 200 ñòîëáöîâ

è 2200 ñòðîê. Þðèé çíàåò, ÷òî â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû èçîá-

ðàæåíî ñîëíöå èëè ëóíà, è ëþáûå äâå ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ (õîòÿ

áû â îäíîì ñòîëáöå). Êàæäàÿ êëåòêà òàáëèöû çàêðûòà ëèñòîì.

Ïîäíÿëñÿ âåòåð è ñäóë íåêîòîðûå ëèñòû: ïî äâà ëèñòà ñ êàæäîé

ñòðîêè. Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî òåïåðü Þðèé õîòÿ áû ïðî

10 000 ñòðîê ìîæåò óçíàòü, ÷òî â êàæäîé èç íèõ èçîáðàæåíî â

êàæäîì èç ñòîëáöîâ? (È. Áîãäàíîâ, Ê. Êíîï)

Îòâåò. Ìîãëî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî 2200 ðàçëè÷íûõ

ñòðîê äëèíû 200, â êîòîðûõ êàæäûé ñèìâîë� ñîëíöå èëè ëóíà;

çíà÷èò, êàæäàÿ òàêàÿ ñòðîêà âñòðå÷àåòñÿ â òàáëèöå ðîâíî îäèí

ðàç. Ðàçîáü�åì âñå ïîçèöèè íà äâå ïîëîâèíû ïî 100 ñòîëáöîâ �

¾ëåâóþ¿ è ¾ïðàâóþ¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå, â êî-

òîðîé åñòü äâà ñîëíöà â îäíîé ïîëîâèíå (íàçîâ�åì èõ ñîëíå÷íû-

ìè), âåòåð ñäóë ëèñòüÿ ñ îäíîé èç òàêèõ ïàð ñîëíö, à â êàæ-

äîé íåñîëíå÷íîé ñòðîêå � òàêèõ ñòðîê ðîâíî 1012 � âåòåð îáíà-

ðóæèë ïîëîæåíèÿ âñåõ ñîëíö (â íåñîëíå÷íîé ñòðîêå íå áîëåå

äâóõ ñîëíö, òàê ÷òî âåòåð ìîã òàê ïîñòóïèòü). Òîãäà Þðèé* ñî-

îáðàçèò, ÷òî òå ñòðîêè, ãäå îòêðûòû äâà ñîëíöà â îäíîé ïîëî-

âèíå � òî÷íî ñîëíå÷íûå, à çíà÷èò, íåñîëíå÷íûå ñòðîêè� ýòî â

òî÷íîñòè òå 1012 ñòðîê, â êîòîðûõ âåòåð íå îòêðûâàë äâà ñîëí-
öà â îäíîé ïîëîâèíå. Ó êàæäîé èç íèõ îòêðûòû âñå ñîëíöà, òàê

÷òî çàêðûòûå ëèñòüÿìè èçîáðàæåíèÿ â ýòèõ ñòðîêàõ � ëóíà.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è ïðèíöèïèàëüíî äðóãèå êîí-

ñòðóêöèè, òàêæå ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü 1012 ñòðîê. Ïðè-

âåä�åì îäíó èç íèõ.

Ñêàæåì, ÷òî ñòðîêà ìîíîëèòíàÿ, åñëè âñå ñîëíöà â íåé ñòî-

*Þðèé Âàëåíòèíîâè÷ Êíîðîçîâ (1922�1999) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé
ó÷�åíûé, äåøèôðîâàâøèé ïèñüìåííîñòü ìàéÿ.
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ÿò ïîäðÿä (ñòðîêà èç îäíèõ ëóí òàêæå ìîíîëèòíà). Ìîíîëèòíóþ

ñòðîêó íàçîâ�åì ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç äâóõ

ñðåäíèõ ñèìâîëîâ � ñîëíöå, ëèáî åñëè ñîëíö íåò âîîáùå. Ñáà-

ëàíñèðîâàííûõ ñòðîê ðîâíî 1012. Ëþáàÿ íåñáàëàíñèðîâàííàÿ

ñòðîêà ñîäåðæèò ëèáî ñîëíöå, ñòîÿùåå ñëåâà îò ëóíû â ëåâîé

ïîëîâèíå, ëèáî ëóíó, ñòîÿùóþ ñëåâà îò ñîëíöà â ïðàâîé; ñáà-

ëàíñèðîâàííàÿ æå ñòðîêà òàêèõ ïàð íå ñîäåðæèò. Ïóñòü âåòåð

îòêðîåò èìåííî òàêóþ ïàðó ñèìâîëîâ â êàæäîé íåñáàëàíñèðî-

âàííîé ñòðîêå; òîãäà Þðèé óçíàåò ìíîæåñòâî âñåõ ñáàëàíñèðî-

âàííûõ ñòðîê. Äàëåå, â êàæäîé ñáàëàíñèðîâàííîé ñòðîêå, ñîäåð-

æàùåé õîòÿ áû äâà ñîëíöà, âåòåð îòêðîåò ñàìîå ëåâîå è ñàìîå

ïðàâîå èç íèõ; ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà âñå ýòè ñòðîêè òàêæå

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòñÿ. Íàêîíåö, â îñòàâøèõñÿ òð�åõ ñáàëàíñè-

ðîâàííûõ ñòðîêàõ âåòåð îòêðîåò äâà ñðåäíèõ ñèìâîëà, ïîçâîëÿÿ

îïðåäåëèòü è ýòè ñòðîêè.

11.4. ×åòûð�åõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì íåò ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí,

âïèñàí â îêðóæíîñòü ω. ×åðåç âåðøèíó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ

ℓa ∥ BC, ÷åðåç âåðøèíó B �ïðÿìàÿ ℓb ∥ CD, ÷åðåç âåðøèíó
C �ïðÿìàÿ ℓc ∥ DA, ÷åðåç âåðøèíó D�ïðÿìàÿ ℓd ∥ AB. ×å-
òûð�åõóãîëüíèê, ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà

ýòèõ ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ (èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå), âïèñàí â îêðóæ-

íîñòü γ. Îêðóæíîñòè ω è γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ E è F . Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðÿìûå AC, BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

(À. Êóçíåöîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ëó÷è AB è DC; CB è DA ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü îòðåç-

êè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå G, à òàêæå A′B′C ′D′ �÷å-

òûð�åõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè ℓa, ℓb, ℓc, ℓd (ñì. ðèñ. 8).
Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç X ïåðåñå÷åíèå AB è CD′, ÷åðåç Y �ïå-

ðåñå÷åíèå CD è AB′.
Ïóñòü ∠B′AB = α. Èç âïèñàííîñòè ÷åòûð�åõóãîëüíèêà

A′B′C ′D′ è óñëîâèé AX ∥ ℓd, CY ∥ ℓb èìååì: α = ∠B′AX =
= 180◦ − ∠A′B′C ′ = ∠C ′D′X = ∠Y CA′. Çíà÷èò, âî-ïåðâûõ,
òî÷êè A, D′, X, C ′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, îáîçíà÷èì å�å

γ1; âî-âòîðûõ, òî÷êè C, Y , A′, B′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè,

îáîçíà÷èì å�å γ2; â-òðåòüèõ, òî÷êè A, X, C, Y ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè, îáîçíà÷èì å�å γ0. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êàB �ðàäèêàëü-
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A

B

C

D

A′

B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′

C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′

D′ X

YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

E

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

G

γ

ω

γ1

γ2

γ0

Ðèñ. 8
íûé öåíòð îêðóæíîñòåé γ, γ0, γ1 (ïîñêîëüêó îíà ëåæèò íà ïðÿ-
ìûõ AX è C ′D′); òî÷êà D�ðàäèêàëüíûé öåíòð îêðóæíîñòåé

γ, γ0, γ2 (òàê êàê îíà ëåæèò íà ïðÿìûõ CY è A′B′). Òàêèì îá-

ðàçîì, BD�ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé γ0 è γ; AC �ðàäè-

êàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé γ0 è ω; EF �ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæ-

íîñòåé ω è γ, ïîýòîìó ýòè òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ââåä�åì îáîçíà÷åíèÿ êàê â ïåðâîì ðå-

øåíèè. Äëÿ òî÷êè ïëîñêîñòè P îáîçíà÷èì ÷åðåç f(P ) ðàçíîñòü
ñòåïåíåé òî÷êè P îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé ω è γ. Ïîñêîëüêó
EF �ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé ω è γ, òî äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî f(G) = 0. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(A) = −
−AC ′ ·AB′ è f(C) = CD′ · CA′ (ñì. ðèñ. 9).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f �ëèíåéíàÿ, òî åñòü äëÿ

òî÷êè P íà îòðåçêå QR âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(P ) =

=
PR · f(Q) + PQ · f(R)

QR
(⋆). Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå

ïîçäíåå. Ïîêà, ïðèìåíèâ åãî äëÿ òî÷åê A, G, C, ìû ïîëó÷èì,

÷òî f(G) =
AG · f(C) + CG · f(A)

AC
.
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A

B

C

D

A′

B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′

C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′

D′

E

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

G

γ

ω

Ðèñ. 9

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî −f(A)
f(C)

= AG
CG

(⋆⋆).

Çàìåòèì, ÷òî AG
GC

=
d(A,BD)
d(C,BD)

= SABD
SBCD

= AB ·AD
CB · CD

(ïîñëåä-

íåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∠BAD + ∠BCD = 180◦;
÷åðåç d(P, ℓ) ìû îáîçíà÷àåì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïðÿ-

ìîé ℓ). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (⋆⋆) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:
AC ′ ·AB′

CD′ · CA′ =
AB ·AD
CB · CD

.

Èç âïèñàííîñòè ÷åòûð�åõóãîëüíèêà ABCD è äàííûõ â

óñëîâèè ïàðàëëåëüíîñòåé ïðÿìûõ ñëåäóþò ðàâåíñòâà óãëîâ:

∠CA′D = 180◦ −∠ADB′ = ∠BAD = 180◦ −∠BCD = ∠CBC ′ =
= ∠AC ′B; ∠ABC ′ = ∠CDA′ è ∠BCD′ = ∠B′AD. Òàêèì îá-

ðàçîì, △ABC ′ è △CDA′, à òàêæå △DAB′ è △BCD′ ïîäîá-
íû ïî äâóì óãëàì. Èç ïîäîáèÿ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà îòíîøåíèé
AC ′

CA′ = AB
CD

è AB′

CD′ = AD
BC

, îñòà�åòñÿ ëèøü ïåðåìíîæèòü ýòè ðà-

âåíñòâà.

Âåðí�åìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëèíåéíîñòè ôóíêöèè f . Ââåä�åì
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû öåíòðû îêðóæíî-

ñòåé ω è γ ëåæàëè íà îñè àáñöèññ, ïóñòü èõ êîîðäèíàòû áóäóò

(x1, 0) è (x2, 0), à ðàäèóñû îêðóæíîñòåé �R1 è R2. Òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ïî îïðåäåëåíèþ
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ñòåïåíè òî÷êè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî f(P ) = (x − x1)
2 + y2 − R2

1 −
− (x− x2)

2 − y2 + R2
2 = ax+ b, ãäå a è b�äâå êîíñòàíòû. Åñëè

òî÷êà P ëåæèò íà îòðåçêå QR è xq, xr �êîîðäèíàòû òî÷åê Q

è R ïî îñè àáñöèññ, òî x =
PR · xq + PQ · xr

QR
, îòêóäà íåìåäëåííî

ñëåäóåò (⋆).
Çàìå÷àíèå 1. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîèçâîëüíûì îáðà-

çîì ââåä�åííûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä f(x, y) = ax+
+by+c. Åñëè îíà îòëè÷íà îò êîíñòàíòû, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

f(x, y) = 0 áóäåò ïðÿìàÿ. Íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì (ðàññóæäàÿ

êàê â ïðèâåä�åííîì ðåøåíèè) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü

äâóõ îêðóæíîñòåé � ýòî ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ëèíèè öåí-

òðîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåä�åì ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìî-

ùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü îêðóæíîñòü ω� ñòàíäàðòíàÿ

åäèíè÷íàÿ, êîîðäèíàòû òî÷åê A, B, C, D îáîçíà÷àþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî a, b, c, d. Ðàññìîòðèì ïðÿìûå (òî÷íåå, óðàâíåíèÿ

ïðÿìûõ) ℓac(z) = acz̄ + z − a − c, ℓbd(z) = bdz̄ + z − b − d� ýòî

ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëè AC, BD. Ïðÿìàÿ ℓa ÷åðåç òî÷êó A
ïàðàëëåëüíî BC èìååò óðàâíåíèå ℓa(z) = bcz̄ + z − bc/a − a,
àíàëîãè÷íî òðè äðóãèå ïðÿìûå èç óñëîâèÿ. Îêðóæíîñòü γ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, èìååò óðàâíåíèå F (z) :=
= ℓa(z)ℓc(z) − ℓb(z)ℓd(z): ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ F = 0, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîýôôèöèåí-
òû ïðè z2 è z̄2 ñîêðàùàþòñÿ, òàê ÷òî ýòî èìåííî îêðóæíîñòü.

Ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé γ è ω èìååò óðàâíåíèå ℓef (z) :=
= F (z)−T (zz̄−1), ãäå T �ïîäõîäÿùèé êîýôôèöèåíò, ÷òîáû ïî-

ëó÷èëàñü ïðÿìàÿ (îí íàì íå áóäåò âàæåí â äàëüíåéøåì). Äîêà-

æåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ τ , θ èìååò ìåñòî òîæ-
äåñòâî ℓef (z)+τℓac(z)+θℓbd(z) = 0 (A), èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü
òðåáóåìîå. Òîæäåñòâî (A) äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü, êîãäà z � îäíà

èç âåðøèí ÷åòûð�åõóãîëüíèêà ABCD, ïîòîìó ÷òî íà îäíîé ïðÿ-
ìîé îíè íå ëåæàò. Ïîäñòàâëÿÿ, íàïðèìåð, z = a, ïîëó÷àåì òîæ-

äåñòâî 0 = F (a) + θℓbd(a) = −ℓb(a)ℓd(a) + θℓbd(a). Ýòî äà�åò çíà-
÷åíèå θ, è îíî äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñî çíà÷åíèåì, êîòîðîå

ïîëó÷àåòñÿ äëÿ z = c, òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî

ℓb(a)ℓd(a)/ℓbd(a) = ℓb(c)ℓd(c)/ℓbd(c), è âòîðîå àíàëîãè÷íîå. Âñå
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ýòè çíà÷åíèÿ ñ÷èòàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (è ðàñêëàäûâàþòñÿ íà

ìíîæèòåëè, íàïðèìåð, ℓbd(a) = bd/a+a−b−d = (a−b)(a−d)/d),
ïîñëå ÷åãî íå ñîñòàâëÿåò òðóäà äîêàçàòü íóæíîå òîæäåñòâî.

11.5. Êâàðòàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëåò÷àòûé êâàäðàò 10×10. Â íîâî-

ãîäíþþ íî÷ü âíåçàïíî âïåðâûå ïîø�åë ñíåã, è ñ òåõ ïîð êàæäóþ

íî÷ü íà êàæäóþ êëåòêó âûïàäàëî ðîâíî ïî 10 ñì ñíåãà; ñíåã

ïàäàë òîëüêî ïî íî÷àì. Êàæäîå óòðî äâîðíèê âûáèðàåò îäèí

ðÿä (ñòðîêó èëè ñòîëáåö) è ñãðåáàåò âåñü ñíåã îòòóäà íà îäèí èç

ñîñåäíèõ ðÿäîâ (ñ êàæäîé êëåòêè� íà ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå).

Íàïðèìåð, îí ìîæåò âûáðàòü ñåäüìîé ñòîëáåö è èç êàæäîé åãî

êëåòêè ñãðåñòè âåñü ñíåã â êëåòêó ñëåâà îò íå�å. Ñãðåáàòü ñíåã çà

ïðåäåëû êâàðòàëà íåëüçÿ. Âå÷åðîì ñîòîãî äíÿ ãîäà â ãîðîä ïðè-

åäåò èíñïåêòîð è íàéä�åò êëåòêó, íà êîòîðîé ëåæèò ñóãðîá íàè-

áîëüøåé âûñîòû. Öåëü äâîðíèêà � äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòà âûñîòà

áûëà ìèíèìàëüíà. Ñóãðîá êàêîé âûñîòû íàéä�åò èíñïåêòîð?

(À. Ñîëûíèí)

Îòâåò. 1120 ñì.
Ðåøåíèå. Áóäåì èçìåðÿòü âûñîòó ñóãðîáà â äåöèìåòðàõ.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðîíà îäíîé êëåòêè ðàâíà 1 äì, òî
åñòü çà êàæäóþ íî÷ü íà êëåòêó âûïàäàåò 1 äì3 ñíåãà.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëå ñîòîãî óòðà íàéäåòñÿ ñóãðîá âûñîòîé

íå ìåíåå 112 äì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî ñóãðîáà íåò. Òàê êàê
äâîðíèê â ñîòîå óòðî ïîëíîñòüþ ñãð�åá ñíåã ñ êàêîãî-òî ðÿäà, â

äåñÿòè êëåòêàõ êâàäðàòà ñíåãà íåò. Â êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ 90

êëåòîê, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, íå áîëåå 111 äì3 ñíåãà, òî

åñòü âñåãî ñíåãà íå áîëüøå, ÷åì 9990 äì3. Îäíàêî çà 100 íî÷åé
ñóììàðíî âûïàëî 10 000 äì3 ñíåãà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàæåì, êàê ìîæåò äåéñòâîâàòü äâîðíèê, ÷òîáû ïîñëå ñî-

òîãî óòðà êàæäûé ñóãðîá èìåë âûñîòó íå áîëåå 112 äì (òî åñòü

â êàæäîé êëåòêå áûëî íå áîëåå 112 äì3 ñíåãà).

Ñïîñîá 1. Ïåðâûå 11 äíåé äâîðíèê ñãðåáàåò ñíåã èç âòîðî-

ãî ñòîëáöà â ïåðâûé, ñëåäóþùèå 11 äíåé äâîðíèê ñãðåáàåò ñíåã
èç òðåòüåãî ñòîëáöà âî âòîðîé, çàòåì 11 äíåé èç ÷åòâ�åðòîãî â

òðåòèé, è ò. ä. ×åðåç 99 äíåé â äåñÿòîì ñòîëáöå íå áóäåò ñíåãà.

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñíåãà ñòàëî â ñòîëáöå i ⩽ 9 ÷åðåç 99 äíåé.

Âå÷åðîì 11(i − 1)-ãî äíÿ â ñòîëáöå íîìåð i íå áûëî ñíåãà, à â
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ñòîëáöå i + 1 â êàæäîé êëåòêå áûëî ïî 11(i − 1) äì3 ñíåãà. Íà
ñëåäóþùèé âå÷åð â ñòîëáöå i ñòàíåò ïî 11(i − 1) + 2 äì3 ñíå-

ãà â êàæäîé êëåòêå. Çàòåì åù�å äåñÿòü äíåé êîëè÷åñòâî ñíåãà â

êàæäîé êëåòêå i-ãî ñòîëáöà áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà 2, à çàòåì
11(9 − i) äíåé � íà 1. Èòîãî, ÷åðåç 99 äíåé â êàæäîé êëåòêå

ñòîëáöà i áóäåò ïî 11(i − 1) + 22 + 11(9 − i) = 110 äì3 ñíåãà. Â
ñîòóþ íî÷ü âûïàäåò åù�å ïî 1 äì3 â êàæäóþ êëåòêó. À ñîòûì

óòðîì äâîðíèê ñãðåáåò ñíåã èç äåñÿòîãî ñòîëáöà â äåâÿòûé. Òà-

êèì îáðàçîì, â êàæäîé êëåòêå áóäåò íå áîëåå 112 äì3 ñíåãà.

Ñïîñîá 2. Ïóñòü äâîðíèê ñãðåá�åò ñíåã èç 2-ãî ñòîëáöà â 1-ûé,
èç 3-ãî âî 2-é, . . . , èç 10-ãî â 9-ûé. Òîãäà âå÷åðîì äåâÿòîãî äíÿ â

ïåðâûõ äåâÿòè ñòîëáöàõ áóäåò ïî 10 äì3 ñíåãà â êàæäîé êëåòêå,
à â äåñÿòîì ñòîëáöå ñíåãà íå áóäåì. Çàòåì äâîðíèê ïðîäåëûâà-

åò àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ â îáðàòíîì ïîðÿäêå: èç 9-ãî â 10-ûé,
èç 8-ãî â 9-ûé, . . . , èç 2-ãî â ïåðâîé. Òîãäà âå÷åðîì 18-ãî äíÿ

â êëåòêàõ ïîñëåäíèõ äåâÿòè ñòîëáöîâ áóäåò ïî 20 äì3 ñíåãà, à

â ïåðâîì ñòîëáöå íå áóäåò ñíåãà. Àíàëîãè÷íî ïîâòîðèì òàêèå

ñäâèãè (êàæäûé äëèòñÿ 9 äíåé) åù�å 9 ðàç, è ÷åðåç 99 äíåé ïîëó-

÷èì â êëåòêàõ äåâÿòè ñòîëáöîâ ïî 110 äì3 ñíåãà è îäèí êðàéíèé
ñòîëáåö ïóñòîé. Ñîòûì óòðîì ñãðåáàåì ñíåã èç ýòîãî êðàéíåãî â

ñîñåäíèé è ïîëó÷àåì íå áîëåå 112 äì3 ñíåãà â êàæäîé êëåòêå.
11.6. Îñòðîóãîëüíûé íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â

îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O, åãî âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå H. ×åðåç òî÷êó O ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿð-

íàÿ AH, à ÷åðåç òî÷êó H �ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AO. Äî-
êàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñî ñòîðîíàìè AB
è AC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíî-

ñòè ω. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ AH ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò îêðóæ-

íîñòü ω â òî÷êå D (ñì. ðèñ. 10). Òîãäà ïðÿìàÿ, ïðîâåä�åííàÿ

ïî óñëîâèþ ÷åðåç O� ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê õîðäå AD,
ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ X è Y , à ïðÿ-
ìàÿ ÷åðåç H èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïåðåñåêàåò èõ â òî÷êàõ Z è T .
Ïîñêîëüêó XY ∥ AC, òî îêðóæíîñòü (AXY ) êàñàåòñÿ îêðóæíî-
ñòè ω â òî÷êå A. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî XY îêðóæíîñòü
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ω ïåðåõîäèò â ñåáÿ, à îêðóæíîñòü (AXY ) ïåðåõîäèò â îêðóæ-

íîñòü (DXY ), òîãäà îíà òîæå êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω.
A

B C

D

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

O
X Y

Z

T

Ðèñ. 10

Ïîñêîëüêó ZH ⊥ AO, òî ∠AZH = 90◦ −∠OAB = ∠ACB =
= ∠ADB. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûð�åõóãîëüíèê BZHD� âïèñàí-

íûé. Òîãäà ∠BZD = ∠BHD = 90◦ − ∠HCB = ∠ACB. Çíà÷èò,
â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ∠XYD = ∠AYX = ∠ACB = ∠BZD,
ïîýòîìó òî÷êà Z ëåæèò íà îêðóæíîñòè (DXY ). Àíàëîãè÷íî, íà
ýòîé îêðóæíîñòè ëåæèò è òî÷êà T , îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ðàññóæäàòü íåñêîëüêî èíà÷å: óñòàíî-

âèòü (ïîõîæèìè ðàâåíñòâàìè óãëîâ), ÷òî òî÷êèX, Y , Z, T ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè, à òàêæå ÷òî îêðóæíîñòè (DXY ) è (DZT )
êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω â òî÷êå D. Îäíàêî ýòè òðè îêðóæíîñòè
íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå èõ ðà-

äèêàëüíûå îñè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, â ÷�åì íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ. Çíà÷èò, âñå ýòè îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò, ÷òî íàì è

òðåáîâàëîñü.

11.7. Â ñòðàíå n > 100 ãîðîäîâ è ïîêà íåò äîðîã. Ïðàâèòåëüñòâî íà-

óãàä îïðåäåëÿåò ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà äîðîãè (ñ äâóñòîðîí-

íèì äâèæåíèåì) ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ãîðîäàìè, èñïîëüçóÿ

ïî ðàçó âñå ñóììû îò 1 äî n(n−1)/2 òàëåðîâ (âñå âàðèàíòû ðàâ-
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íîâåðîÿòíû). Ìýð êàæäîãî ãîðîäà âûáèðàåò ñàìóþ äåø�åâóþ èç

n− 1 âîçìîæíûõ äîðîã, èäóùèõ èç ýòîãî ãîðîäà, è îíà ñòðîèòñÿ
(ýòî ìîæåò áûòü âçàèìíûì æåëàíèåì ìýðîâ îáîèõ ñîåäèíÿåìûõ

ãîðîäîâ èëè òîëüêî îäíîãî èç äâóõ).

Ïîñëå ñòðîèòåëüñòâà ýòèõ äîðîã ãîðîäà îêàçûâàþòñÿ ðàçáè-

òû íà M êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ìåæäó ãîðîäàìè îäíîé êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî äîáðàòüñÿ ïî ïîñòðîåííûì äîðîãàì, âîç-

ìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè, à ìåæäó ãîðîäàìè ðàçíûõ êîìïîíåíò �

íåëüçÿ). Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû M . (Ô. Ïåòðîâ)

Îòâåò.
n(n− 1)
2(2n− 3)

.

Ðåøåíèå. Äîðîãó, êîòîðóþ õîòÿò ñòðîèòü ñðàçó äâà ìý-

ðà, íàçîâ�åì íàä�åæíîé. Ðàññìîòðèì â êàæäîé êîìïîíåíòå ñàìóþ

äåø�åâóþ äîðîãó AB. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íàä�åæíîé. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî â ýòîé êîìïîíåíòå åñòü åù�å îäíà íàä�åæíàÿ äîðîãà CD
(ÿñíî, ÷òî ãîðîäà C, D îòëè÷íû îò A, B) è ðàññìîòðèì ïóòü ïî

äîðîãàì îò îäíîãî èç ãîðîäîâ A, B äî îäíîãî èç ãîðîäîâ C, D�

íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, îí èìååò âèä AX1X2 . . . XkC (ãîðîäà X1,

. . . , Xk îòëè÷íû îò A, B, C, D, âîçìîæíî, k = 0). Òîãäà äîðîãó
AX1 õî÷åò ñòðîèòü ìýð ãîðîäà X1 (ìýð ãîðîäà A õî÷åò ñòðîèòü

AB), äîðîãó X1X2 �ìýð ãîðîäà X2 (ìýð ãîðîäà X1 õî÷åò ñòðî-

èòü X1A) è òàê äàëåå, ìýð ãîðîäà C õî÷åò ñòðîèòü äîðîãó CXk,

à íå CD�ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, â êàæäîé êîìïîíåíòå åñòü ðîâíî îäíà íàä�åæíàÿ äî-

ðîãà. Äëÿ êàæäîé èç n(n − 1)/2 ïàð ãîðîäîâ A, B ðàññìîòðèì

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξAB , êîòîðàÿ ðàâíà 1, åñëè AB �íàä�åæíàÿ

äîðîãà, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî M
åñòü ñóììà ξAB ïî âñåì n(n−1)/2 ïàðàì {A,B}. Äëÿ äàííûõ A,
B ñîáûòèå ξAB = 1 îçíà÷àåò, ÷òî äîðîãà AB � ñàìàÿ äåø�åâàÿ èç

2n− 3 äîðîã, âûõîäÿùèõ èç A èëè B, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü òàêî-
ãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1/(2n− 3) (èç ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
öåí ýòè äîðîãè ðàâíîïðàâíû, òàê ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

ñàìîé äåø�åâîé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/(2n− 3)). Çíà÷èò, ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ξAB ðàâíî 1/(2n − 3), à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû M ðàâíî ñóììå ýòèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé ïî âñåì ïàðàì, òî åñòü
n(n− 1)
2(2n− 3)

.

34



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2023�2024 ó÷åáíûé ãîä

11.8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå c > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íå÷�åòíîãî ïðîñòîãî p = 2k + 1 ÷èñëà 10, 21, 32, . . ., kk−1 äà-

þò õîòÿ áû c
√
p ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà p.

(Ì. Òóðåâñêèé, È. Áîãäàíîâ)

Ðåøåíèå. Âñå ñðàâíåíèÿ â ýòîì ðåøåíèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî

ìîäóëþ p. Åñëè a è b�öåëûå ÷èñëà, ïðè÷�åì b íå äåëèòñÿ íà p, òî
÷åðåç a/b ìû îáîçíà÷àåì òîò åäèíñòâåííûé îñòàòîê c ïî ìîäóëþ
p, äëÿ êîòîðîãî a ≡ bc.

Ïóñòü ÷èñëà 10, 21, 32, . . ., kk−1 äàþò ðîâíî d ðàçëè÷íûõ

îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà p. Îáîçíà÷èì t = [p/4]. Òîãäà âûðàæå-
íèÿ âèäà f(a) = (2a)2a−1/(aa−1)2 = 22a−1a ïðè 1 ⩽ a ⩽ t äàþò
ìàêñèìóì d2 ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ.

Íàçîâ�åì ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b) òàêèõ, ÷òî 1 ⩽ a <
< b ⩽ t, èñêëþ÷èòåëüíîé, åñëè f(a) ≡ f(b). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî δ = 1, 2, . . . , t − 1 ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé èñêëþ-

÷èòåëüíîé ïàðû (a, b), â êîòîðîé b − a = δ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè (a, b)� òàêàÿ ïàðà, òî èç 22a−1a = 22b−1b âûòåêàåò, ÷òî

a/b ≡ 22δ, îòêóäà b = a+ δ ≡ 22δb+ δ, èëè b(1− 22δ) ≡ δ. Òàêîé
îñòàòîê b íå áîëåå ÷åì åäèíñòâåíåí (ïîñêîëüêó δ ̸= 0), à ïî íåìó
âîññòàíàâëèâàåòñÿ a.

Èòîãî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì t− 1 èñêëþ÷èòåëüíàÿ ïàðà;
îáîçíà÷èì èõ êîëè÷åñòâî ÷åðåç S. Ïóñòü ÷èñëà f(1), f(2), . . . ,
f(t) äàþò ðîâíî ℓ ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p, âñòðå÷àþ-

ùèõñÿ a1, a2, . . ., aℓ ðàç ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
∑ℓ

i=1 ai = t è

S =
∑ℓ

i=1C
2
ai . Âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

t− 1 ⩾ S =
1

2

 ℓ∑
i=1

a2i −
ℓ∑

i=1

ai

 ⩾
t2/ℓ− t

2
,

îòêóäà ℓ ⩾ t2/(3t − 2) > t/3. Âñïîìèíàÿ, ÷òî ℓ ⩽ d2, ïîëó÷àåì
îöåíêó d >

√
t/3 ⩾ [

√
p/12].

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå èñêîìîé êîíñòàíòû c ìîæíî

âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 1/24: äëÿ ïðîñòûõ p < 12 íåðàâåí-

ñòâî d >
√
p

24
òðèâèàëüíî, à äëÿ p > 12 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

[x] ⩾ x/2 ïðè x > 1.
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